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1 Interpolace

1.1 Uvod

Zacneme formulaci problému v 1D.

Definice 1.1. Méjme interval (a,b), body xo, ..., T, € (a,b) a jejich funkéni hodnoty fo,. .., fn € R.
tekneme, Ze funkce Py(x) : (a,b) — R je interpolujici funkce, pokud plati

Vi Pf(ﬂ;‘l) = fi.

Pozndmka. Rozsifeni do 2D ¢i 3D jde rizné, napf. Py(z,y) = P}x)(x)P;y)(y).

V této kapitole se budeme vénovat klasické interpolaci, tj. polynomidlni interpolaci tvaru
pr(x) = ap + a1z + aez? + -+ + apal

Jednu metodu polynomidlni aproximace uz zname - Taylorav polynom. To by ale rovnost
ps(x;) = f; byla splnéna pouze pro jeden bod.

V praxi se ¢asto setkdme i s jinymi typy interpolaci, napt. misto z miizeme brét tieba cos(irz),
nebo sin(inx)

1.2 Naivni formulace
Rozepiseme si interpolacni podminky:

Vi=1,...,n:a0+ o x; +as(z)> + -+ an(z)" = fi

<~
o
Vi=1,...,n: [1 x; (x;)? (xv)”] =
n
—
1 (zo)"| [0 fo
1 zo ... (z)"] |an In

tzv. Vandermondova matice

VyfeSenim této linedrni soustavy rovnic dostaneme py(z).

1.3 Lagrangeova interpolace

Hledéme pg(x) jako linedrni kombinaci monickych polynomi z°.
Méjme polynomy tvaru l;(x), také, ze l;(x¢) = d; 5, 4,5 = 1,...,n. Zkusme vyjadrit nasledovné

Pf(l‘) = OZ()lo(ZE) + -+ oznln(z)

Zjevné plati
Py(z;) = i,

a odtud odvodime

a; = f(x;).



Maticovy zapis

lo(xo) li(z0) .. In(w0)] ;
(@) h(rn) oo ()| |0 7

Konec¢né dostavame vztah .
Fl@) =Y L) f(wi).
i=0
Jde 0 zménu baze prostoru polynomii, ve které hleddme nasi aproximaci.
7 toho plyne rovnost
r — Tk
li(x) = .
=11 T — T,

ki

1.4 Hermit

Co kdyz chceme, aby %Pf(xi) = fi?
Lze to analogicky dosdhnout pres systém linedrnich rovnic

Py(x) = Zaﬂi = Ps(z;) = fi,
i=0

d n—1 ) d
L pia) =S (4 Dayz’ = —Pp(x) = fl.
BP0 = X Devas’ = EP) =1

Je zjevné, Ze jde o systém 2(n + 1) rovnic.
Analogicky jako u Lagrangeovych polynomu

9 d

hi(w) i= (1= 2(z — z3)li(2:)) 7 (), hilz;) = big, ——hilz;) =0,

d
gz(x) = (Z - l’z)lf(iﬂ), gl(‘rj) = 07 %gz(:ﬂ]) = 5i,ja

Pi(z) := Z a;hi(x) + Zﬂzgz(I)

i=0 i=0
1.5 Souhrn interpola¢nich podminek
 Vandermond: P, = Y"1, oz’
o Lagrange: P, =Y . &;l;(z), l;(z;) = &;;

o Hermit: Poyq1(x;) = fi, Ps,yq(xi) = f]

1.6 Odhad chyby

Tvrzeni 1.2. Necht f € C""*((a,b)),z0 < x1 < - < @y € (a,b). Méjme f; := f(x;) a Py(x) jako
u Lagrangeovy interpolace. Pak

(n+1)
Vo € (a,b)3€ € (a,b) : f(z) — Pr(x) = (v —xo)(x — 1) ... (x — wn)f(n—i—l()g')’



a tedy

max | f(z) — Py(z)| < —s€lad) [F )

w€(ab) (n+ 1) [(z —x0) ... (x — zn)].

Témét v zédné aplikaci nelze zménit & ovlivnit f(z), tudiz élen maxee(q,p) | (€)] je mimo
nas dosah.

Clen 1/(n + 1)! je fajn, ten ndm pomdhd a ukazuje, 7e chyba aproximace mize klesat az
exponencialné.

Clen |(z — x0) ... (z — )| je nékdy pod nasi kontrolou. U nékterych aplikaci si miizeme vybrat
body méteni/pozorovéni. Tento ¢len jde minimalizovat pomoci tzv. Chebyshevovych bodi. Jsou to
koteny tzv. Chebyshevovych polynomt. Jde je popsat jako "husté u kraji, fidké uprostied".

Véta 1.3. Méjme f(z) € CY([a,b]) a Ps(z) odpovidajici Lagrangeové interpolaci v Chebyshevovyich
bodech. Pak

deg(Pys)—00
EEE—

max |f(x) — Py(x) 0.

z€(a,b)
Vsimneme si, ze problémy pri interpolaci se objevuji pro velké n. Co kdybychom méli n "malé,
ale hodnékrat'? Tato ivaha nés dostava do posledni podkapitoly o interpolaci.
1.7 Spliny

Po ¢éstech polynomiédlni aproximace (napf. prelozime pfimkami). V praxi se ¢asto pouzivaji
adaptivni spliny, které lokalné ptidaji vice interpola¢nich bodu v kritickych mistech. Ovsem zachovani
polynomii stejného stupné je vyhodné. Vime totiz lépe urcit max,¢ (4 |57 (2) — f(2)].

Véta 1.4. Méjme (a,b) C R, déleni g = a,z1 = a+ h,zo =a+2h,...,zy =b=a+k-h. Pak
plati

o [ €C? asys je linedrni spline = maXge(qp) |S£(7) — f(x)] < %thaxge(a’bﬂf@)(f)L

e fECa sy je kubicky spline = max,e(qp) |Sr(7) — f(2)] < %h4max§€(a’b)|f(4)(§)|.



2 Podminénost a stabilita

2.1 Uvod

Od roku 1985 existuje standardizace (IEEE754) - uklddan{ dat do 0 a 1. Neni vSak realistické
ulozit &isla jako 7, v/2, e, ale ani "jednodussi", jako napiiklad 1,3.

2.2 Reprezentace ¢isel v PC

Meéjme x € R jako cislo, jez chceme reprezentovat v PC a xpps € R, jez predstavuje skutecnou
reprezentaci ¢isla v PC. (FPA = floating-point precision arithmetic/finite precision arithmetic)

Pozndmka. Predpokladame, Ze x = xppa nebo r =~ xppa.

Standard ve vSech pocéitacich je v sou¢asné dobé tzv. double precision - fp64 formét éisel (éisla
se ukladaji do 64 biti), kde

1 bit je urcen pro znaménko,

11 bita je pro exponent,

52 bitl zbyva pro binarni rozvoj.

Priklad 2.1. Méjme z = 61
Dekadicky zdpis:
r=06-10"+1-10°.
Bindrni zapis:
r=324+164+8+4+1=1-22+1-2441-2341-2240-2' +1-2,
rppa = 111101,
T = Tppa, protoZe ho umime presne vyjadrit.

Priklad 2.2. Méjme x = 0,15625.
Dekadicky zdpis:
z=(+1)-1071-1,5625 = (+1)- 1071 - (1- 10} +5-1071 +6-1072+2-1073 +5-107%).
Bindrni zdpis:
= (+1)-272-125= (+1)-273-(1-2°40-271 +1-272) = (+1)- 273 [101] = (+1)- 2011 . [101],
xppa = {1},-{11},{101}; xppa umime tedy vyjadrit presné a © = Tppa.
A

Priklad 2.3. Méjme z = 1,3.

Dekadicky zapis:

x=(+1)-(1-10°+3-1071).

Bindrni zdpis:

r=(+1)-2°-(1-2°40-27141-27240-2734+0-27' +1-27441-27540-276 40277+ 1-
278 41.27940-2719 4 ) = (+1)-2°-[10100110011...].

Pocita¢c ma konecnou pamet, tudiz nekonecny rozvoj musime prakticky nékde zastavit; tedy
T # Tppa, ale T = Tppa.

A

Vsechny operace v PC se provadgji s xppa (tedy s {0,1}%%) a tedy vsechna data a nase manipu-
lace/vypocty s nimi jsou vzdy (i kdyz tfeba jen nepatrné) nepiesné!

Tvrzeni 2.4. Plati, e Vo € (—10%98, — 10738) U (10738,10308) Jgppy : [2=2rral < 9. 1016,

||



2.2.1 Efekt motylich kridel

Existuji matematické problémy, pro které i mald zména vstupnich dat/parametr (mald pertur-
bace) muze vést k velké zméné v pfesném feseni daného problému = efekt motylich kridel. Takové
problémy se nazyvaji "Spatné podminéné"(opak "dobfe podminéné").

Podminénost je vlastnost problému - pro extrémné spatné podminéné problémy je pouze mala
nadé&je na numericky vypocet feseni (sprdvného).

Vlastnost efektu motylich kiidel mtze mit i ndmi navrzeny numericky algoritmus - zaokrouhlovaci
chyby se mohou akumulovat a i pro dobfe podminény problém dostaneme zkreslenou odpovéd.

Obecné mluvime o stabilité algoritmu.

2.2.2 Obecna strategie pro analyzovani

KROK 1
Analyzujeme matematicky problém a zjistime jeho podminénost = citlivost feSeni na zménu
vstupnich dat/parametri.

KROK 2
Analyzujeme nas algoritmus jako "presny vypocet pro nepresnd data'.

Priklad 2.5. Algoritmus pro sc¢itaini dvou skaldrd o, 8 € R.
Tuzka a papir: a+ B = .
Algoritmus: a« +pc = 7.
Analyza stability: dokdzeme existenci &,5 € R, takovijch, e & ~ a, B
Pak je algoritmus stabilnid (zpétné stabilni), pokud plati

maz{|& —al,|5 — B}
maz{|al,|5]}

kde C znaci malou konstantu, a €macr, = 10718 2naci pocitacovyj limit.

2
=
)
o)
+
R
Il
2

< C- Emach

KROK 3

rpc = vystup ze stabilniho algoritmu pro dobte podminény problém
“ ' s " v v s , dobre podminény problém
poctu "tuzka a papir' pro "trochu zménénd" vstupni data TPC & Ttuzka a papir

stabilni algoritmus

vystup z vy-

2.3 Podminénost a stabilita

Problém P : input — output.
Napriklad se muze jednat o

nebo

2.3.1 Podminénost
Problém P ma podminénost x > 0, pokud plati

||P(input 4 €) — P(input)||  ||linput 4 € — input||

Y input Ve > 0 (perturbace) : P Gnput)]| =k input] + w(|lel]).




Problém P mé podminénost x, pokud plati pro malé perturbace vstupnich dat, ze vystup se
zméni nejvyse k-krat vice nez je velikost perturbace

[P(input + ) — Plinput)|| __|[Plinput)|
el [input]|

+w(llelD)-

Pozorny ¢tenaf nahlédne, Ze definice pfipomind derivaci - tedy pro |le|| — 0

[P (input)]|

[|P (input)|| = k——
| = 5 o]

2.3.2 Stabilita

Reknéme, Ze algoritmus A : input — output je stabilni (zpétné stabilni), pokud
3C >0, Vinput, 3 input,, takové, Ze spliuje

o A(input) = P(input,),

||[input—input,||
A [linput]| S C Emach-

2.3.3 Duvéryhodnost vypoctia

[|P(input) — A(input)|| stabilni A ||P(input) — P(inputy)|| dobie podm. ||input, — input|| «
- = - = K - < C-k-€mach-
|[P(input) [P (input)|] |linput|

Vypoctum muzeme tedy vérit, pokud C - k < €mach-

2.3.4 Polynomy v monické bazi a jejich koreny

Vezmeme si tzv. Wilkinsoniv polynom
Ps(x) :=(x —1)----- (. —20) + 62 = 22 4 (a19 + 6) 2 + g™ + - -+ g

s kofeny r1 = r1(8), 12 = 12(d), ... ,720 = 120(d) (pFirozené tedy zdvislé na §).

Pro § = 0 tedy mame r1(0) = 1,...,79 = 20.

Pokud chceme s Ps—o(z) pocitat v PC, je mozné, ze nékteré z koeficientlt o; budou nepiesné.
Pak § pouzijeme jako simulaci této neptesnosti (misto ajg mame a9 + 9).

Jak velky vliv ma mald nepiesnost (§ = 10~7) na 71(6),...,r20(d) (Input je § a outputy jsou r;)?
Ptame se tedy, jakd je podminénost korentt Ps—q(x) vzhledem k 4.

|ri(6) — ri(0)]
[ri(0)]
Zjevné kazdy kofen r;(6) muze byt jinak citlivy na zmény g (a i jinych «;) - misto slova
podminénost se nékdy pouziva slovo citlivost.
Otazka je tedy, jak velka derivace d%(ri(é)bzo) proi=1.2,...,20

= I@d—i— 0(5) — R = ‘7’7(0)|%(7‘1(5)|5=0)

i . _ _ri(0)19 _ _Z'19
dd( i(®)ls=0) Py(ri(0)) TG —4)
| S—

muze byt>1

Velmi mald zména § muze vyrazné zménit ro, . .., ale ne ry.

10



2.3.5 Polynomialni interpolace

Méme data, kterd chceme interpolovat, tj. body a jejich funkén{ hodnoty (zo,fo), .- ,(Tn,fn)

Jak uz vime, Lagrangeova interpolace je tvaru ps(z) := > i li(z) fi.

Co kdyz jsme ale naméfili nepresnd data a skuteénd (presnd) data a f; jsou trochu jind? Oznacme
si je (20,90), - - - (Tn,gn)-

Pfesnd Lagrangeova interpolace pak tedy bude vypadat jako py(x) := Y1 li(x)g;.

Chyba pouze v méreni vyjadiime jako

n

pr(@) = py() =Y (fi = 9),

=0

maz |pr(x) — pe(x)| < max|f; — gi| - max li(x)].
et os (@) = py(o)] < mgalfs = il - oz | (o)

=N (20,0 Tn)
A, je tzv. Lebesgueova konstanta. Bez odvozeni, pro (a,b) = (—1,1)

o A, (ekvidistantni) ~ #;(n)’

« A, (Chebyshev) ~ 2o9ntl),

™

Plati
x’ggag] ps(x) — pg(@)] max|f; — gil
: S An(x()v'-wxn) !
maz |pg(x)| maz|g;|
z€[a,b] i

e pro Chebyshevovy body: n < 20000 — A, % 64 — dobre podminény problém,

o pro ekvidistantni body n > 60 — A, > W;(Go)mw — $patné podminény problém.

2.3.6 Linearni soustavy rovnic
Véta 2.6 (Cramerovo pravidlo). Necht A € R™*™ je reguldrni matice, j € {1,2,...,n}. Pak j-td
slozka vektoru reseni T soustavy AZ = b je
det(Aj)
x; =
7 det(A)’

kde A; je matice, kterd vznikne z A nahrazenim j-tého sloupce vektorem b.

Priklad 2.7. Méjme problém

~1/10 3/10 5/10 7 7/10
/2 3/2 5/2 zo| = 9/2
1/100 3/100 5/100 — 10713 |3 9/100 — 1013

Presny vipocet ndm dd

81
Il
— =

11



Vyuzitim Cramerova pravidla na PC dostaneme

1 0,99991905.. ..
Zop = (22| = [0,99977449. ..
23 1,00009252.. ..
Pokud si zadefinujeme .
b:= A{ECP,

pak lze Cramerovo pravidlo vnimat jako presny resic, ale pro perturbovany problém. Tato perturbace

je velikosti = 10™%. Cramerovo pravidlo bychom proto nenazvali stabilni.
A

12



3 Kvadratura

V této sekci se budeme zabyvat kvadraturou, jinak re¢eno numerickou integraci, tj. mnohoroz-
mérnym integralem tvaru

by bn
/ / f(@dz, &= (x1,...,2,), n €N.
ai Qn

3.1 Typy kvadratur
3.1.1 Newton-Cotes

Méjme interval (a,b) C R, zg,z1,...,2Zn € (a,b) ekvidistantni body (tj. z; = (b*T“)z), fo=
f(xo), ..., fn = f(z,) funkéni hodnoty. Pak plati

=0
b n b
[ P =3 5w [ hede
a =0 N ,

tzv. kvadraturni vahy =: w;

a mame , .

[ t@dox 3 faw
a 1=0
3.1.2 Gauss
Vezmeme xy, . .., z, jako Legendrovy body na (a,b).

3.1.3 Clenshow-Curtis

Zalozené na x, . . . x,, jako Chebyshevovy body na (a,b).

3.2 Odhad chyby
Véta 3.1. Necht q(x) je polynom, n € N 7dd kvadratury. Pak plati
o Yg(x) polynom stupné < n : Newton-Cotes zintegruje q(x) presné,
o Vq(z) polynom stupné < 2n+ 1 : Gauss zintegruje q(x) presné,
e Vq(z) polynom stupné < n : Clenshaw-Curtis zintegruje q(x) presné.

Nyni odvodime jednoduchy vztah pomoci aritmetiky integralu

/abf(x)dx— /ab Py(x)dx

kde Cést

n

S/ab|f($)—Pf(x)|dx§ max)‘f("“‘l)(g)‘./b
H(xfxl)

£€(a,b a
/b
@ [i=0

je malé pro Chebyshevovy body a velka pro ekvidistantni. Na zdkladé tohoto pozorovani mtzeme
prohlésit, ze obecné kvadratury typu Gauss a Clenshaw-Curtis jsou lepsi, nebot zmensuji chybu
aproximace.

dx

13



4 Monte Carlo
4.1 Uvod

V problematice kvadratur jsme zjistili, Ze pokud chceme zachovat konstantni pocet kvadratickych
bodu v kazdé dimenzi, pak nam exponencialné roste pocet boda, ve kterych musime f vyhodnotit v
zévislosti na dimenzi f : R — R. To je ale problém, protoze v praxi se bézné dostaneme k d ~ 102,
a i hrubé odhady ukazuji, ze tohle nejde upocitat.

Reseni je prosté - musime se vzdat pifstupu "jedna dimenze po druhé".

Zacneme vztahem, ktery zndme jiz z kapitoly o kvadraturach

N
/M s =3 s (o)

Pro rovnomérné rozdélené ndhodné body chceme integrovat presné konstantni funkce, tj.

f(x) =C€R,

= /M f(z)dx = vol(M)C, zg;wlf(arl) = C;W

Abychom integrovali presné konstanty, musi platit
vol(M)C = CNw,
tj.
vol (M)
N Y
= wvol(M) = Nw.

w:(wlv"'awN):

Dohromady tedy dostaneme

N
[ ade =3 wa,
M =

vol(M)

4.2 Opakovani z teorie pravdépodobnosti

Méjme X ndhodnou veli¢éinu na M spojenou s pravdépodobnosti P
P(|Z — Zo| <) =/ X|z—2|<5(2)dPz =/ X|z-7|<6(2)w(z)dz.
M M

Pro stfedni hodnotu a rozptyl plati

E(Z) = /M zdPz = /M zw(z)dz,

Var(Z) = B(Z - B(2))*) = B(Z%) - B(Z)?,
kde w(z) je tzv. probability density function (pdf) nasi pravdépodobnostni miry P (napf. pro
rovnomérné rozdéleni mame w(z) = 1/vol(M)).
Plati tzv. Chebyshevovo lemma:
Var(2)
P(Z ~E(2) > 9) < “Z)

14



4.3 Nase vyuziti

Necht X je ndhodné veli¢ina s hodnotami v M s rovhomérnym rozdélenim, (Xi,...,Xy) je N
ndhodnych, nezavislych veli¢in (také rovnomérné rozdélenych). Pak definujeme ndhodnou veli¢inu

N
Y i= “Ol]i[M) 3 FX).
=1

Pro tuto ndhodnou veli¢inu plati
B(Yy) = vol(M)B(/(X)) = [ f(a)d.
M

vol(M)?
N2

o Var(f(X))

Var(Yn) = N

NVar(f(X)) =wvol(M)

Z Chebyshevova lemmatu mame

2 1 Var(f(X))

P(|Yy = E(Yx)| > 0) < vol(M)? o5 ——+

Nyni tuto rovnost prepiseme thlednéji. Zafixujeme € > 0 a zadefinujeme si 6 > 0 jako

d:= \/vol(M)Va?cN(X)).

Pak plati
P(Yy — / f(@)da] > 6) < ¢
M

a odtud dostavame

P(|Yy — /M F@)da]| < \/vol(M)Varifjv(X))) S1-e

Tato rovnost se da interpretovat nasledovné - pokud samplujeme iid ndhodné veli¢iny, mame
€ >0 a d > 0 velmi malé, pak ndm metoda Monte Carlo da s vysokou pravdépodobnosti velmi
dobrou aproximaci integralu.

Pro iid (X7)Y, s rovhomérnym rozdélenim a pro fixni € > 0 chyba kles4 (s pravdépodobnosti
1 — ) asymptoticky jako O(1/v/N), tj. velmi pomalu.

Jde tuto konvergenci chyby néjak zrychlit? Co kdyz vybereme i jind rozdéleni nez rovnomérna?
Tyto otdzky nas dostavaji do dalsich podkapitol.

4.4 Importance sampling

Pro libovolné funkce f(x) a w(z), kde w(x) je pdf, plati

/ f(z)dz = /() w(x)dx = 1(@) dW z,
M M w(z)

v w(Z)

kde W je pravdépodobnostni mira odpovidajici w(zx).
Pak pro iid ndhodné veli¢iny (Xi,..., Xn) a rozdéleni daného W (X) plati

@) gy — m (P o LS 1)
/Mf(x)da:—/M w ) =B = 5 AR

15



Oznacme

a mame
R R ANIC) -
Ew(Yn) = N ;/M w(@) dW(z) = y f(z)dz,
Varw (£55)
Varw () = —2 00— gy (L8 - B (L8
=E(f(X))?
Pak nam Chebyshevovo lemma déava
), [VarwGs)

IP’(|/ f(x)dxf% Z;(Xl))|< MVZN(X) )51 e

Jde o primé a uplné zobecnéni Monte Carla pro libovolné rozdélené ndhodné body.

Pozndmka. Lze psat
N
f(z)de =~ Zwif(xi)a
M i=1

kde
1

N w(x;)
Zjevné tedy stale nejde o klasickou kvadraturu. Je to porad linearni kombinace funkénich hodnot v

ruznych bodech, kde koeficienty nam zohlednuji, jak moc je vyskyt daného bodu pravdépodobny -
je-li x; dvakrat vice pravdépodobné, pak mé polovi¢ni vahu. Tudiz nazev "importance sampling'".

w;

4.5 Dalsi variace Monte Carla
4.5.1 Quasi Monte Carlo

Pokud si nechame vygenerovat 10* bodi v (0,1)?, nedostaneme rovnomérné pokryti. Misto toho
pozorujeme néco jako "lokalni clusterovani'. To lze spravit tim, Ze nepouzijeme pseudo-random
generdtory (napf. NumPy, SciPy, MATLAB, ...), ale tzv. quasi-random generatory.

Ty jsou navrzeny tak, aby uniformné pokryly (0,1)?. V principu negenerujeme ndhodné body,
ale deterministické.

Lze ukézat, 7e misto chyby O(N~1/2) doséhneme O(log*(N)N—1).

4.5.2 Stratifikované Monte Carlo

Rozdélime prostor ) na podoblasti a aplikujeme Monte Carlo nezavisle.

4.5.3 Adaptivni Monte Carlo

Udélame stratifikované Monte Carlo a na podoblastech s nejvyssi variaci pridame dalsi samples -
feSime problém tam, kde je.
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4.5.4 Antithetic Monte Carlo
Vyuzijeme symetrii {2, pokud néjaka je.
Kdyz X € (0,1), pak pro Y := 1 — X také plati, ze Y € (0,1).
Vzorec pro Antithetic Monte Carlo
1N

i=1
Plat{ )
E(antithetic MC) :/ f(z)dz,
0
_ Var(f(X))

Var(antithetic MC) = T(l + p),

kde p = cor(X,Y).
Pokud umime najit jednoduchou transformaci X — Y, kterd bude mit malou korelaci, pak
"zadarmo"ziskdme dvojnasobek sample bodu bez zvétseni variance.
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5 ODR
V této sekci budeme pracovat s rovnostmi tvaru

y'(t) = f(t,y(1), y(to) = vo-

Budeme zkoumat rovnici tvaru
y'(t+71)="7>0.

5.1 Uvod

Jevy ve svéte obvykle umime popsat pouze na zakladé jejich zmén ¢i vyvoje v ¢ase. Tyto zmény
predstavuji derivace.

Obycejné diferencidlni rovnice, s kterymi budeme v této kapitole pracovat, jsou nejméné pouzitelné
na modelovani slozitych jevi. Ovsem jsou nejlepsi pro budovani intuice.

5.2 Priklady modela
Nezndmad je funkce jedné proménné y(t).
e Harmonicky oscilator
y" (t) +wy(t) = cos(t), y(0) = 1, ¥'(0) =0

¢ Lotka-Voltera
{x’(t) = ax(t) + o(t)y(t), 2(0) =z
y'(t) = —yy(t) + o (t)y(t), y(0) = yo
e SIR model
S(t) = =pI(t)S(t), S(0) = So
I(t) = BI(t)S(t) —~v1(t), 1(0) = Io
R(t) = 41(t), R(0) = Ry
e Lorenzuv model
2 (t) =o(y—z), 2(0) = g
z(p—z) =y, y(0) =yo
2'(t) = xy — Bz, 2(0) = 29

5.3 Eulerovy metody
Zalneme se skaldrnim piikladem y/'(t) = f(t, y(t)).

5.3.1 Odvozeni pres limitu
Plati ( ) )
oyt +T)—yt) _
lim . = f(t,y(®) = lim f(t +7y(t +7)).

Tuto rovnost umime pro malé 7 > 0 aproximovat dvéma zptisoby, a to

o FEulerova explicitni metoda
y(t +7) =y(t) + 7f(t,y(1)),

¢ FEulerova implicitni metoda

y(t+7)=y@t)+7f(t+ 71yt +7)).

18



5.3.2 Odvozeni pres integral

t+7 t+1 t+T
/t Vo= [ foyonds = yi+m) =y + [ fo.y(o)do

Nyni vyuzijeme kvadraturu

o Eulerova explicitni metoda
B
[ atw)dz (5 - a)gla) — yle+ )~ 0 + 77 (L0,
e Eulerova implicitni metoda
B
[ atw)dz (5 - @)g(®) — e+ 1) = ul®) + 7t + gle + 7))
¢ Rungeho metoda

B « T T T T
(/ g(x)dr = (B-a)g(=5—) — y(t+7) = y(O)+7f (45, y(t+35)) = y(O+7f(t+5, y(0)+5 f (L y (1)),

5.3.3 Odvozeni pres Taylorav rozvoj

y(t+7) = y(t) +y (Ot +7— ) + y@;(t) 7 4 y(?;(t) P

kde clen )
y( )(t) 72
2

jde rozvijet nasledovné

d 0

S0 = A 0) = Tyl + 5L FEuO) () = 5 £t y(0)+ 5 16 y() (D)

y@(t) =
a vSechny dalsi ¢leny jdou rozvijet analogicky.

Priklad 5.1 (Explicitn{ Euler). Mé&jme rovnici

y'(t) = —y(t) + cos(t), y(0) = yo.

Pak plati
y(1) = y1 = yo + 7(yo + cos(0)) = yo + Tyo + T,

y(27) = yo = y1 + 7(y1 + cos(7)).

Priklad 5.2 (Implicitni Euler). Mé&jme opét tu samou rovnici
y'(t) = —y(t) + cos(t), y(0) = yo.

Pak plat?

Y~y

Y1 = Yo + 7(y1 + cos(0)),
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a potrebujeme vyresit
Y1 —TYr = Yo + T,

Yo+ T
T
V druhém kroku mdme
y(QT) ~ Yo,

Y2 = y1 + 7(y2 + cos(7)),

a potrebujeme vyresit
_y1 +T7cos(T)

b2 1—-7

V praxi implicitni metody vyzaduji spusténi néjakého fesice pro rovnice

Yrt1 = Y+ 7f (b + 7, Yry1),

ale jsou zpravidla vyrazné stabilnéjsi.
Jak jsme vidéli, Eulerovy metody jsou odvozeny z mid-point kvadratury, kterd je presna pouze
pro polynomy do 1. stupné. To pro nds znamena, ze pokud tyto metody konverguji, tak pomalu.
Pokud je nase prava strana f(t,y) hladkd funkce, lze ukdzat pro 7 — 0

max |y, — y(to + n7)| = O(r) = O(r")
a tedy tikame, ze Eulerovy metody jsou 1. fadu.

Jak zisdme metody vyssich fada? Tato otdzka néds dovede na celkem ocekavanou odpovéd -
pouzijeme kvadratury vyssich radu, ¢imz se dostavame do dalsi podkapitoly.

5.4 Metody typu Runge-Kutta
5.4.1 Odvozeni

Zacneme s nasi klasickou rovnici

y'(t) = f(t,y(t)),
t+1 t+71
/t  (0)do = / f(0.y(0))do,

t+1
y(t+7) = y(t) + / (0. 4(0))do.

Jak nyni numericky aproximovat? Pouzijeme kvadraturu
S
y(t+7) =y(t) + Z w; f(03,y(0)),
i=1

pro néjaké body o1,...,05 € (t,t + 7) a néjaké véhy wq,...,ws € R.
Analyza chyby se transformuje na analyzu chyby kvadratury. Jediny problém nastane u prvkua
y(o1),...,y(os), které nezndme. Musime je nejprve néjak odvodit.
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5.4.2 Obecné vzorce
Necht b1,...,bs € R,c1,...,¢s € 0,1],a;,; € R. Pak umime n-tou iteraci aproximovat nésledovné
o Explicitni Runge-Kutta .
y(t+7) =y(t) + 7Y biks,
i=1

kl = f(t5 y(t))a
ko = f(t + com,y(t) + Taz 1),

ks = f(t+cst,y(t) + T(as ik + - + a5 s—1ks—1)),
e Implicitni Runge-Kutta
S
y(t+7) =y(t) + 7Y biks,
i=1

ki=f(t+aryt)+7(a ki + -+ a1 sks)),
ky = f(t + cor,y(t) + m(ag k1 + - - - + az sks)),

ks = f(t + CST7y(t) + T(as,lkl + -+ as,sks))-

Tohle jsou tzv. obecné s-stupnové Runge-Kutta metody, protoze byla pouzita s-stupnova kvadra-
tura.
Koeficienty se klasicky zapisuji do tzv. Butcher table

c1 0 0 ... 0
Co | G21 - . 0
cs | as1 ... as—1s O
bl b2 ba
nebo zkricené
¢l A
b

Pokud je naSe prava strana f(¢,y) v explicitni Runge-Kutta metodé hladké funkce, lze ukdzat
proT — 0
max [y, — y(to +n7)| = O(?),

pro néjaké p € N, p < s, neboli explicitni Runge-Kutta metody jsou radu nejvyse p < s, a jsou
prinejlepsim podminéné stabilni.

Pro implicitni Runge-Kutta metody vSak dokazeme dosdhnout az stupné p < 2s. Tyto metody
jsou nepodminéné stabilni.

Tedy za praci navic v podobé feSeni soustavy rovnic pro ziskani ki,..., ks jsme odménéni
stabilitou a az dvojnasobnym fadem konvergence.
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5.4.3 Dahlquistova rovnice

V této casti se podivime na jeden z nejjednodussich netrividlnich ODR. Tento priklad bude
demonstrovat potfebu implicitnich metod.

Priklad 5.3 (pomoci explicitniho Eulera). Mé&jme rovnici

jejiz resent je

Z formulky pro explicitniho Eulera mdme
y(t+7) = y(t) + 7Ay(t) = (L+ 7A)y(t),

a z linearity plyne
y(t +n7) = (1+7X)"y().

Pokud
e A\=0 = presné resent je y(t) = yo, tedy explicitni Fuler bude presnj.

e A>0 = presné resend je y(t) = yoet, roste exponencidlné rychle v case a explicitni Euler
to bude spravné mimikovat a to jako y(to +nt) = (1 + 7A)"y(to).

e A< 0 = resent bude oscilovat, pokud 1 + 7\ < 0. Jestli kromé zdporné lambdy plati i
|1+ 7\ > 1, pak Tesent nejen osciluje, ale i diverguje v absolutni hodnote do nekonecna, co? je

jeste horsi.

Takovému 1eseni se 1ikd nestabilni.

Priklad 5.4 (pomoci explicitni Runge-Kutta metody). Méjme situaci
y(t+7) = R(7A\)y(t).
Pro studium stability pak staci zkoumat, jak vypadd mnoZina

{z:|R(z)| < 1}.

Protoze z = T\ a VA € C™, mdme presné reseni y(t) = e omezené, tj.

A: Re(\) <0.
Metoda muze byt stabilni pouze pokud
Vze C™ : |R(2)| <1,
tj.
€~ C{z:|R(z) < 1},
Lze ukdzat, Ze toho nejde dosdihnout pro explicitni metody. Jsou proto prinejlepsim podminené

stabilni.
A
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Priklad 5.5 (Pomoci implicitniho Eulera). Mdme

YUt = O 4 7y tH7) = = (1)
1—7A
z ceho plyne

1 n

(t+nT) _ )

Y (1 — )\T>

Pokud A\ € C™, pak
1
<1,
‘ 1- T)\‘

a tedy dostdvdme nepodminené stabilni metodu.
A

Véta 5.6. Oznacne S := {z € C: |R(z)| < 1}. Rekneme, Ze metoda je A-stabilni (absolutne stabilni),
prdaveé tehdy kdyz C~,R™ C S.

Pozndmka. Implicitni Euler je A-stabilni, explicitni neni.

To, ze v implicitnim Eulerovi méame rovnici a ne predpis, ndm pomahd se stabilitou. Dava smysl
zkusit tento model adaptovat pro implicitni Runge-Kutta metody.

Lze ukéazat, Ze pro spravnou volbu butcher table dostaneme nepodminéné stabilni algoritmy,
které maji navic vyssi fdd konvergence (vice viz podkapitola 5.4.2).

5.4.4 Runge-Kutta v praxi

V praxi musime nejdiive zjistit, jestli naSe ODR produkuje oscilace (tzv. Stiff problems). Pokud
ne, vystacime si s explicitni metodou. Pokud ano, bude potieba pouzit implicitni metodu.

Zaroven se Casto pouziva tzv. adaptivni 7, tj. zkusime brat 7 co nejvétsi, a podle néjakych
ukazateltl odhadujeme, jestli je potreba ho zmensit.
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6 Nelinearni algebraické rovnice

6.1 Uvod
U implicitni Runge-Kutta metody jsme vidéli, Ze je potreba fesit soustavu rovnic
k1 ft+eryt) + 7375 aniky)
ks ft+cst,y(t) +7'Z‘;:1 as ik;)
po uprave . .
k=G(k),
F(k) =b.

V praxi neni mnoho typt rovnic, které umime vytesit. Proto se je pokusime aproximovat linedrnim
systémem, ktery nésledné spocteme.

M4 to vSak jeden problém - linedrni aproximace (tj. aproximace funkce pomoci piimky) je
vétSinou dost nepresna.

Tuto metodu vsak umime trosku vylepsit, a to tim, ze budeme postupovat itera¢né. Tato idea
nas posouva k dalsi podkapitole.

6.2 Newtonova metoda

Situace je nésledujici - chceme aproximovat koten F'(z) okolo néjakého bodu (naseho pocéteéniho
odhadu) z jako
apx + by,

tj. linedrni aproximace, a najdu aproximaci kofene F'(z) = 0 jako

—bp
Ty i=—m —.
ao
Pak aproximujeme F(x) okolo bodu z; jako
a1x + bl,
najdeme druhou aproximaci kofene F'(z) = 0 jako
—by
To i—m —,
aj
atd.
6.2.1 Matematické odvozeni
7 Taylorova rozvoje mame
o o d . . S S o2
P(Z) = F(@) + | 5F(To) | (F = To) + O(|Z = Zo[[)o—a0-
Déle mame
F1 (37)
g PR Fy (%)
F:RISRUFP@) = | 7,
Fy(Z)
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a proto plati

. or (1) 58 (&)
(J(f)) _ ,
dz
o8 (z) 98 (z)

coZ je Jacobiho matice F (=: J(Z) = J,).
Misto F'(Z) = 0 budeme Fesit

coz je soustava linedrnich rovnic - feSeni oznac¢ime x;. Pak plati
1 =2g+v
a U je FeSeni
Iz = —F(Zp).
Z tohoto postupu dokézeme odvodit obecny vzorec
Tpq1 =T + 0,
kde ¥ je Teseni
I, 0= —F (%),
neboli
Jo Trp1 = Ju, T — F(Zg).
6.2.2 Analyza konvergence

M&jme kofen Z*, tj. F'(z*) = 0. Pak v k-tém kroku Newtonovy metody plati
0= F(Z") = F(Z) + Jo, (3" = Ti) + O(l]a" — z]|*),

B — T = Jo, F(#) + O(||a* — z]?),

e

T — Ty = T — Toy1 + O(||z* — x| %),
lz* — 2kl = O(||z* — 2k|*) 2 -2+

a plati

[|z* — ekl _

JC #0: lim =C,

k—too ||z* — xp|?

coz je tzv. kvadratickd konvergence (jedna iterace zmensi chybu kvadraticky).
Celé tato metoda mlze vsak selhat, pokud J,, bude regularni - x4 nemusi existovat. Stejné
tak se mlze stat, ze dostaneme posloupnost xg, z1, 9, ..., kterd nekonverguje.
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6.3 Banachova véta

Jak jsme vidéli, Newtonova metoda - jelikoz je odvozena pomoci Taylora - funguje jen lokalné,
tj. mizeme zarucit konvergenci pouze pokud nas pocatecni bod zy bude dostatecné blizko presnému
feseni x*.

N4&s kol je tedy jasny - vymyslet zpusob, jak se dostat dostatecné blizko k feseni, a nasledné
budeme moci spustit Newtona. Preformulujeme nés problém na hledani tzv. pevného bodu

Z je pevny bod F(z) & F(z) =1Z.

Na hledani pevnych bodi mame hezkou vétu.

Véta 6.1 (Banachova véta o pevném bodé). Necht M C R* je uzaviend a G : M — M je zobrazend,
pro které plati
dg < W,y e M :[|G(x) = G(y)l| < qllz—yll

(rikdme, zZe G je tzv. kontrakce na M ). Pak
Ni: Gz) = 7,

a navic

Vo € M : 2o, G(z0), G(G(0)), G(G(G(w0))), ...

konverguje k T linedrne s rychlosti q, tj.

i [Ere1 — 2] —.
k—+o00 Hl‘k — J)||
Diikaz. Méjme posloupnost bodt zg, 1, ... tak, ze G(zr+1) = zx. Pak plati
ons1 — 24l] = 1G(@x) — Glan1I| < Lllax — x1]| < IHIGzo) — ol

Poznamka. Pokud J
Va e M : ||—G < 1
a I dr (@) <q<1,

pak plati i Banachova véta.

6.4 Smér Newtonovy metody

Klasicky problém je nasledujici situace - zacali jsme se Newtonovou metodou priblizovat ke
kofenu, ale pak jsme ho prestrelili, a kvili tomu jsme zkonvergovali k jinému korenu.
Misto toho jde postupovat imérnéji. Spocitdme feseni

Jordi = F (k)

a polozime
Tht1 = Tk + Trdg,

kde dj je tzv. smér Newtonovy metody a 7 je délka kroku ve sméru dj.

26



6.4.1 Vyreseni Jacobiho matice

V praxi u hodné problémii nemame k dispozici explicitni formulku pro F', mdme pouze program,
ktery spocitd x — F'(x) (a i toto vyhodnocovani mize trvat dlouho a byt nirocné).
Je zjevné, zZe stejné tak nemdme piistup k 0F;/0x;. Musime ho aproximovat nasledovné.

iF(a) _ hm Fi(al,...,aj,l,aj +h,aj+1,...7an) —Fi(al,...7aj,1,aj — h,ajJrl,...,an) ~

an ! h—0 2h

~ Fi(al,...,aj,l,aj—|—h,aj+1,...,an) —Fl-(ah...,aj,l,aj —h,ajﬂ,...,an) _. FD-(FZ-,a,h%
2h !

coz je tzv. Finite difference (konecna diference) pro funkci Fj(z) v bodé a a v j-té proménné.
Matici J;, 1ze aproximovat matici J,, definovanou jako

[JaJij = FD;(Fi,zx,h), h> 0.
K sestaven{ J «, Dotfebujeme 2n vyéisleni F(x) na jeden krok. To muze byt prilis vypocétove

obtizné. Existuji dalsi aproximacéni metody, které za cenu vice aproximaci snizi pocet vycisleni F(x)
pro jednu iteraci. Jde o tzv. Quasi-Newton metody.
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7 Linearni algebraické rovnice

7.1 Uvod
7.1.1 Motivace
o normélni rozdéleni vice proménnych & ~ N(f,X) (tedy E(Z) = [ a cov(z;,z;) =X, ;) = X je

exp(St-(z—p) 'S (z—p)
2 -det(s)

tedy symetricka pozitivné definitni matice = hustota rozdéleni je —

vipodet z ;== X1 (2 — u) odpovida feSeni soustavy X -z =x —

e systémy ODR: nepodminéné stabilni metody = kazdy casovy krok vyzaduje feseni soustavy
algebraickych rovnic

o nelinedrni soustavy algebraickych rovnic: 1 krok Newtonovy metody = 1 soustava algebraickych
rovnic

 parcidln{ diferencidln{ rovnice (vedeni tepla, proudéni tekutin, sifeni vin, vyvoj cen opci, ...)

7.1.2 Black-Scholes model

Black-Scholes model je jeden z nejzndméjsich modeld pro ocenovani opci. Méjme nésledujici
proménné:

o tjecas;t e (0,T)

o S(t) znadi cenu konkrétni komodity

e 1 je bezrizikova irokova mira

o V(t,59(t)) je cena opce zalozend na S(t)

o 0o je volatilita komodity S(t)

Pak plati
%V(t,S(t)) + ("*29)2 . @b?(zmzvu,sa)) — IV S() - rS(H) - asa(t)v(t’s(t))’
spolu s podminkami BC (boundary conditions) a IC (initial conditions).
Po vhodné transformaci proménnych dostaneme
o2 o2
Frute) + 5 - 5 sulta) =0,
kde z je transformované S(t) (transformovand cena komodity) ... x = ln(%)—i— (T—t)(r— %2), x €

(0,L); K(S) je "vyplata'opce na zdkladé ceny komodity a wu(t,xz) je transformované V (¢,S(¢))
(tranformovand cena opce) ...u(t,x) = V(t,5(t)) - " (T—1),

My si tento model (nerealisticky) zjednodusime a polozime r = "72 = « a dostaneme

—o%  0?

0
ot
u(0,2) = u’(z) [pocatecni podminkal,

u(t,0) = go(t) ANu(t,L) = gr(t) [okrajové podminky].

28



Pozndamka. Shodou okolnosti se tato rovnice pouziva i k modelovani spousty jinych fenomént.

Jak ziskat (aproximaci) u(t.x)?
Podobné jako u ODR se spokojime s aproximaci u pouze v jistych bodech. Konkrétné, v bodech
x; € (0,L) rovnomérné pokryvajicich interval (0,L), tj.

a v kazdém bodé x; budeme aproximovat feSeni u(t,z;) pomoci funkce w;(t).

KROK 1 (Aproximace pravé strany)

2 w(tz) = lim a%U(t,miﬂ) - %u(t,xi) ~ a%u(t,%iﬂ) _ a%u(t,l"i) B
o v h -

u(t,wiq41)—u(t,z;) u(t,zq)—u(t,zi—1)
h h

_ limh_m — limh_m - u(t,xi_,_l — 2u(t,a:i) + u(t,xi_l)

h h? ’
Pozndmka. U obou "~"pouzivame aproximaci derivace pomoci diference, tzv. metoda konec¢nych
diferenci. V nasem modelu toto mtizeme snadno odvodit pomoci Taylorova rozvoje

82

0a?

u(t,$i+1 — Q’U,(t,I’l) + U(t,l‘i_l)

u(t7x2) = h2

+ O(h?).

Pravé strana muZe byt tedy aproximovdna linedrn{ rekurenci s chybou (tzv. diskretiza¢ni chyba)
iddu O(h?).

KROK 2 (ODR zipis)
Nyn{ aproximujeme systémem ODR pro funkee wuy(t),. .. ,un—1(t) :

2

(1) = gz (u2(t) = 2ur(t) +uo(?))
t) = 5z (us(t) — 2ua2(t) +ui(t))

Plati zde, zZe ug(t) = go(t) a u,(t) = g1(t) - zndme z (|1
Vektorovy zapis:

[—2 1 0 0 0]
1 -2 1 0 0 0
N UQ(t) 0.2 . 0.2 g2(t)
u(t) = : L= 19(t) = 53
' 0 0 1 -2 1 0
tn-1(t) 0 0 0 1 -2 1 g1(t)
0 0 0 1 -2
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KROK 3
Chceme predpovédét vyvoj ceny. Pouzijeme implicitniho Eulera

g

. (T)%ﬁl&’lzlzﬁ()ﬁ*T(Lﬁlﬁ*g(T)) e (I*TL)61:ﬁ0+T'§(T)
o U2T)m iUy &ty =11 +7(L-iis+ §(27)) < (I —7L)tdy =t +7-4(27)
o U(3T)~ iUz &z =uUs+7(L- 15+ g(3r)) <= (I —7L)tds=1tds+7-4(37)

Dostéavame aproximaci cen v zavislosti na case a hodnoté komodity S.

Pozndmka. (I —7L) je vzdy matice a @y + 7 - §(k7) je vidy prava strana - dostdvame tedy v kazdém
bodé systém linearnich algebraickych rovnic.

KROK 4

V nékterych aplikacich ndm staéi spocitat (aproximovat) tzv. steady state - ekvilibrium, ke
kterému i(t) sméfuje a tedy stav, kdy se 4(t) uz s ¢asem neméni. Takova situace nastane, préavé
kdyz

coz je prave tehdy, kdyz

7.1.3 Typy metod k nalezeni reseni
7Z kurzu linearni algebry jiz vime, Ze kdyz matice A je ¢tvercova a reguldrni, pak existuje pravé
jedno Z € R™ takové, ze AZ = b; b € R™.
Jaké metody tedy zname k nalezeni hledaného x? Délime je do dvou hlavnich kategorii podle
principi, na kterych funguji.
e Primé metody
— zalozené na Gaussové eliminaci a LU (Choleského) rozkladu
— TeSeni x (jeho aproximaci) ziskdm aZ na konci vypoctu
— neni lehké volit pozadovanou presnost reseni
— vyZaduji pristup ke (skoro) celé matici A
o Iteracni metody
— ruzné pristupy ke generovani stéle se zlepsujicich aproximaci
— ne vzdy je tfeba mit pfistup k A (sta¢i ¢dst nebo jen informace o ¥ — A¥)
— snadnéjsi volba presnosti reseni
— mensi zaruky na vypocetni cas

— mozné zavislost rychlosti konvergence na konkrétni pravé strané b
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7.2 Gaussova eliminace a LU rozklad
7.2.1 Gaussova eliminace

Idea za touto metodou je, ze vyTesit matici soustavu rovnic AZ = b je obtizné, pokud je A obecné
¢tvercovd matice. Mnohem jednodussi je takovou soustavu fesit, mame-li A v odstupnovaném tvaru.
My se tedy v této metodé budeme zejména snazit prevést vSechny matice do odstupriovaného tvaru.

Pozndmka. Uvazujeme zde soustavy rovnic AZ = b; b€ R"; & € R". Rédky a sloupce budeme znadit

"pythonovsky", tedy i-ty fadek matice budeme znacit jako A;. a j-ty sloupec matice budeme znacit
jako Aivj'

Vandermondovska matice
V této podkapitole se budeme zabyvat prikladem Vandermondovské matice - fesime interpolaci
hodnot {1, — 1,1} v bodech {1,2,3}, coz odpovida ndsledujicimu feSeni soustavy AZ = b:

11 1] [= 1
1 2 4 |2o| = |1
1 3 9] |3 1

o]
Prvnimi algoritmickymi Gpravami z této soustavy ziskdme soustavu A'Z = b , kterd bude vypadat
nasledovné:

11 1] [= 1
0 1 3| |z2| =]-2
0 2 8] |3 0

2
Druhym krokem Gaussovy eliminace jiz ziskdme soustavu A?Z = b , tedy

1 1 1] [21 1
0 1 3| |z =]-2
0 0 2 |z3] 4

Pozndamka. Horni indexy jsou zde opravdu indexy, ne mocniny matic nebo vektori!

Tvrzeni 7.1. Vsechny ekvivalentni dpravy matic si umime vyjadrit jako matici M™, pro kterou
plati, Ze, pokud s ni vyndsobime matici A"~ zleva, pak ziskdme matici A™.

Pojdme si tedy nyni kazdy krok rozebrat trochu podrobnéji.

KROK 1
Podle predchoziho tvrzeni by tedy méla existovat matice M takovd, Ze
1 00
Al=M'A=1]-1 1 0] A4,
-1 0 1
protoze

Al =1-A1.+0-Ay. 4+0- As,
Ay, =—1-A; +1-A3.+0- A3, (3)
Ay, =—1-A1.+0-Ay. +1-4;..

Pozndmka. Pro obecnou matici A; ; bychom ziskali nasledujici matici

1 o o0 --- 0
821 1 0 --- 0
ai,1
M' = :

—n-LLl () 1 0
ai,1

—Qn,1

o 0 0 1



Odecteme-li tuto matici od jednotkové (se kterou se vzdycky dobfe poéitd), dostaneme

0 0 0
az 1
e, 00 0
M'=1-| :
an—1,1
e 0 0
el 0 0 0
1,1
a toto muzeme jesté upravit na
0
a1
M=1—|""|[o.. .0,
ann
a1
co lze prepsat do kompaktnéjsiho zapisu jako
0

KROK 2
1 0 0]
A’=10 1 o] A%
0 -2 1}
protoze

A%,z =1 A%,: +0- A%,: +0- Ail?o,:
A%,: =0- A%,: +1- A%,: +0- Aé,: (4)
A?’),: =0- A%,: +-2- A%,: +1- A£1’>,:

Také ovsem plati, ze

1 0 0l[1 oo
A2=10 1 0| |-1 1 0| A,
0 -2 1| |-1 0 1
tedy
A% = M?M'A.

Pozndmka. Pro obecnou matici A; ; bychom obdobnym odvozenim jako v piedeslé poznamce ziskali
nésledujici matici

0
0

as,z 0

M?=1-|a22[[010...00=1—| 0 |.é&.

. Azin,2
. az 2

an,2

az 2

V nasem pripadé jsme po 2 krocich hotovi. Misto tézkého systému Ax = b mame ekvivalentn{

lehky systém A%2Z = b , pri¢emz A? je horni trojuhelnikova matice.
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7.2.2 LU rozklad

Pro obecnou matici A skonéfme a7 v kroku (n-1) a budeme mit A”~! horni trojihelnikovou
matici

AP = MM MA,
kde

k—1
an,k

Oznacme si
o n—1 n—2 1
M:=M""M oM

U:=A"1
pak
U=MA,
A=M"1U,

A= MH (M (MmhHT

Navic plati, ze
(MWL =1 —mP &)y =T+ mF & = L

Pozndamka. Pro kazdé k plati, ze Ly je dolni trojuhelnikova matice.

Dostéavame, ze
A=1L1Ly... L, 11U

a kdyz zavedeme, 7Ze
L:= L1L2 . Ln—h

dostavame

A=LU.

Timto jsme tedy ziskali LU rozklad matice A.
Gaussova eliminace pro AZ = b pak tedy odpovida:

AZ=b—-UZ=L""
a tuto soustavu vyfesime (trojihelnikova matice - lehké).
LU fesi¢ pro AZ = b pak vypadé nésledovneé:
e spocteme L, U takové, ze A = LU jako vyse,

e spocteme §j = L71b - to odpovida Feseni soustavy Ly = b (tady mame trojihelnikovou matici -
lehké),

o vyFesime soustavu UZ = § (tady mdme také trojihelnikovou matici - lehké).
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Pozndmka. Vypocet LU faktorizace probihd stejné jako Gaussova eliminace vyse, budeme si pouze
ukladat i ty vektory m”, které definuji M*. Mame totiz

L:=ILLy.. Ly =I+m"-eHI+m*>-e)...I+m" & _ )=

n—1

=I4+m'-& +m?-& + 4wt e =T+ [mm? . O]

(rozumime tim matici, kterd ma ve sloupcich vektory m? a na diagonale 1).

7.2.3 Pivotace

Pii pouziti LU rozkladu vlastné "navic" sestavujeme L = M ~! misto toho, abychom matici M
rovnou aplikovali na vektor b.

Pozndmka. Jedna se opravdu jen o sestavovani, jelikoz umime vyjadiit matici (M*)~1.

LU rozklady matice jsou tedy uziteéné, pokud budeme Fesit mnoho systému AZ = 51 pro rizné
vektory 51,52, ..., které jesté ale nezndme (jako u implicitniho Eulera/Runge-Kutta metody). Rozklad
nam tedy umoznuje pouzivat faktory opakované.

Pokud mame pouze jeden systém nebo posloupnost, kde se méni i matice A, je rychlejsi nepocitat
L, ale rovnou vyuzit Gaussovu eliminaci.

Takto muzeme ale ovSem pocitat pouze pokud plati, ze vSechny pivoty jsou nenulové, coz plati,
kdyz

aﬁj_kl #0,Vke {1,2,....n—1} (& a(il =a11).

Takovou vlastnost maji silné reguldrni matice.

Tvrzeni 7.2. Matice je silné requldrni pravé tehdy, kdyz plati, Ze vsechny diagondlni podmatice jsou
reguldrny.

Co kdyz ale mame pouze regularni matici, ale 3k <n—1: a},fkl = 0 (pfipadné ~ 0)?
Mgéjme tedy takové k a rozepiSeme-li si A* uvidime, Ze k-ty sloupec matice bude vypadat

k-1 vektor v € R~k
Jelikoz A je regularni, nemuze se stéit, ze
7=100,....,07 = 31e{k,....n}: v #0.
Vezméme si | < n, pak dostaneme, ze

|vi| = max |v;]
i<n

a ted, kdyz prohodime fadky k a [ v matici A*, dostaneme
A" = pAF.

Algoritmicky muzeme tedy dale pocitat s Ak jako s A*. Tento algoritmus nazyvame ¢astecna pivotace
(partial pivoting).
Obecné tedy mame
AP = MFAYT kP, AR

Pozndmka. Pr_q je identita, pokud radky neni potfeba prohodit, a permutacni matice, pokud radky
prohazujeme.
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Lze ukazat, ze
AVt =U=M""'P,_5...P,M?P,M'A

a také plati
P, = P
P.M* = Po(I —miF - &) = P, — PomFel " =" P, —mbel Py = (I —mFeEl) Py,

a tedy _— .
A"V =U=M"'"M"""...M P, sP,_1...PiPyA,

=P

takze ziskame
PA=LU.

LU je zde faktorizace s ¢astecnou pivotizaci.
Soustavu AZ = b; PA = LU budeme Tesit nasledovneé:

Pozndamka. Existuji i jiné pivotace, ty ale v tomto kurzu vynechame.

Pokud je tedy A reguldrni, existuji matice P(permutacni), L(doln{ trojihelnikovd) a U (horn{
trojuhelnikovd) takové, ze PA = LU.

Jednoznacnost zde zévisi na volbé pivotacni strategie. Pro ¢astecnou pivotaci jsou P,L,U jedno-
znacné.

Véta 7.3 (Wilkinsonova). Necht A _je reguldrni matice a necht md LU faktorizaci s cdstecnou
pivotaci PA = LU. Oznacme si P,U,L matice ziskané pocitacovim vijpoctem v konecné aritmetice s
machine precision €mach- Pak plati, Ze

maz; ;| (LU)i ; — (PA) | < o MTij, klag ;|
maz; ;| (PA)i = maz; j|(PA); |

N Emach O( mach)

Poznamka. Zlomek na pravé strané nerovnosti je tzv. rustovy faktor - umime ho béhem vypoctu
monitorovat a pokud nebude prilis velky, tak vime, Ze se zaokrouhlovaci chyby ptilis neakumuluji.

mazi j.|a; ;| < maz; ;| Li ;| - max; ;|U; ;|
maz;;|(PA); ;| ~ maz; j|(PA); ]

Z této véty ndm plyne, Ze Gaussova eliminace s ¢dstetnou pivotaci nenf vzdy stabiln{ (fkdme, ze je
podminéné stabilni), protoZe pro nékteré matice mizou limity PC aritmetiky (napf. zaokrouhlovani)
zcela dominovat vypoctu.

V praxi se ale GE pouziva bézné a pro mnoho konkrétnich problému lze stabilitu zarucit za
vyuziti dalsich vlastnosti A.

Pokud je A symetrickd pozitivné definitni matice (SPD), lze ukézat, ze a’,j;cl # 0 a tedy neni
tfeba pivotace.

7.2.4 Choleského faktorizace

Kdyz si vezmeme LU faktorizaci A = LU, pak A = AT. Samotn4 faktorizace vSak symetricka
neni (L # UT).
Pokud vsak polozime
A=L-diag(U) - diag(U)~'U =: LDR,
—_———

R
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pak lze snadno ukézat, ze RT = L a D > 0.

Pro A SPD tedy mfizeme provést LU faktorizaci symetricky. Kdyz ziskdme A"~ ! = U, pak
automaticky L = (diag(U)~*U)T.
Klasicky se misto toho ale voli L = diag(U)~'/2U a dostavame tzv. Choleského faktorizaci:
A=LLT.
Pro vypocet Choleského faktorizace umime ukézat
maz; j|(LL")i; — ai|

< 2n€mach + 0(52 )

mach

ma; jai ;|
=— pro A SPD je Gaussova eliminace stabilni.

Poznamka. Rustovy faktor zde Ize odhadnout jako 2 - zaokrouhlovaci chyby se neakumuluji.

7.2.5 Podminénost problému soustavy linearnich rovnic
Umluva: x,%,b,b jsou v této podkapitole vektory € R™
Uvazujme malou perturbaci systému Az = b: Az = b, kde

A— Al b-bl
[T T

nam znad{ relativni velikost perturbaci (< 1).
Pak mame

i—x=A"1AF - Azr) = AN (A% — Az + Az — Az) = A7Y(A— Az + b — b]
a odsud dostavame
|2 — 2|l <A - (ea- Al - 11Z]] +eo - 101 < TATH[ - (ea - 1Al - 2] + &5 - 1Al - [121]) <

<[ A7 - llAll(ea - 12 — 2 + 2l +ellall) < [|ATH] - [[Alllea - 12 — @[] + (e + e)l|]l],

takze celkem
12 — /|1 = [JATY]- [JA]] - ea) < NATY- JAll(ea + e)l2]].

Dohromady plati, ze
~ _ 71 .
| | N | P S| | Y

= - - (eate)
||| L—|[A7Y] Al ea ~——
velikost perturbace
velikost zmény res. podminénost problému
Cislo [|A7Y| - || A]| je ¢islo podminénosti matice A (klasické znaceni je r(A) := |[A7Y| - [|A]]).

Vidime, ze pro obecnou perturbaci dat o velikosti € 1ze matematicky ocekavat presnost reseni
piinejlepsim fadu O(k(A) - €mach) — 1 pro zcela stabilni algoritmy méame chyby O(k(A) - Emach)-
7.2.6 Efektivita

Vidéli jsme, Ze pro nékteré aplikace médme A tzv. Fidkou (sparse). To znamend, Ze vétSina prvka
se rovna 0 a ty nenulové prvky jsou "fidké", napt. aproximace druhé derivace na matici, kde z n?
prvku bylo pouze 3n — 2 nenulovych.
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Podobné je tomu pro vétsinu problému, které v néjakém smyslu aproximuji nebo pracuji s

derivacemi.

Abychom méli efektivni vypocty, staci nam pracovat pouze s témi nenulovymi prvky - tzv. sparse
matrix algorithms. Jejich odvozovani a implementace je technicka a pokrocild, avsak jejich pouzivani

je snadné.

Nestabilita ndm zatim vznikala tak, ze jsme disproporcéné délili velkym nebo malym ¢islem. V
fe¢i matic matice M* velmi vyrazné ménily normu sloupcti a fadka matice A*~1. Chtéli bychom
tedy navrhnout algoritmy /metody, které pfevedou A na horni trojihelnikovou matici, ale za pouziti
unitdrnich maticovych transformaci. (tj. tak abychom jejich aplikaci neménili normu - nebo alespori

ne tolik).

7.3 QR faktorizace

Z kurzu linearni algebry vime, ze

VA € R"™"3Q (unitdrni) 3R (horni trojihelnikovd) : A = QR.

Navic, @Q,R je mozné spocitat Gramovou-Schmidtovou ortogonalizaci sloupct matice A. Pak

AZ=0b < QRF=0b < R¥=Q"Z & Q je unitérni.

Umime tedy presné to, co jsme potfebovali. Zbyva ujasnit dvé otdzky: Umime spocitat/aplikovat
Q,R stabilné?, Lze Q,R rovnou aplikovat? (Ve stejném smyslu jako "GE je piim4 aplikace LU").

7.3.1 Gramova-Schmidtova ortogonalizace

71,3
72,3

KROK 1 .
- A:,l
91 = 7=
I[A:1]]2
1= ||Al||2
KROK 2
by = Ao — (G, A2) G =T - G141 ) - A
LB
2 Tl
rip = (G, A2) & 1o =T
Z toho tedy plyne
3 1 g i, T2
A.1,A. 5] = [4,,45] ’ =l
A sl =l 75 7]
KROK 3
U3 = A 3 @17;1 3) 0 627ﬁ:73> Gy = —q1q; §2§2T) 'A:,B
. U3
A
r,3 = <§1aA;,3> & T2 3 = <_,2’A»‘73> & r33 = |\773||2
A opét z toho ziskame
. . . 1,1 T1,2
A:,17A:,2aA:,3] - [alanaaf}] : 0 T2,2
0 0
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Pozndmka. Stejné jako v rovnosti * plati, Ze

ro3 = (G5, A3

obdobné pak i pro 724,734,725, ..., Ta5, ...
KROKn
n—1
vn = (T =>4 )An = H I—G,d) )A:n
i=1
. n
dn = 713
" ||l
Ti,n - <qu > & Tnn = ||UnH2
a ziskdme ) i
T1,1 Tin
0 T2,n
[A:,l, sy A:,n] = [617 ﬁn] :
A . .
@ 0 ‘- ‘- Tn—1n
| 0 ... 0 Tnon

Prirozené vidime tedy dva zpusoby vypoctu:
Tij = <A’;7j,cj'i> - tzv. klasicky a
= 4 ST - ST\ 7 . ,
rij; = (G5, I —q;_1G;_1) .- (I —q1q7 )A. ;) - tzv. modifikovany.

Na papire jsou ekvivalentni, ale naprogramované uz nikoliv

7.3.2 Stabilita vypoctu
Méjme A jako vstupni data a Q,R produkty algoritmi vyse, pak

HA - QRH <c- HAH *€mach
pro oba zpusoby.
Uvazujeme-li viak uz ||[A — QQ" ||, plati, 7e pro klasicky zptisob

~ ~T
||A_QQ H S C'H(A)Q * Emach

a pro modifikovany
~ =T

||A - QQ H <c- ’{(A) " Emach-

Kdybychom poéitali piesné, pak by chyba byla 0, tedy Q by méla mit ortonormalni sloupce

Toto byla motivace, pro¢ QR rozklad délat. Plati to i pro PC?

Obé verze Gram-Schmidta spocitaji rozklad "stabilné" ve smyslu relativniho rezidua, tedy

I|A - QR||
S C* Emach-
1Al
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Obé verze ale trpi numerickou ztratou ortogonality (pro Spatné podminéné matice). Kvili tomu se
obecné povazuji tyto algoritmy za nestabilni.

Navic matice (I — (jkq{) o (I=q, c‘]’lT), které aplikujeme na sloupce A nejsou unitarni a tedy zde
potencidlné vznika stejny problém jako u GE/LU. Idedlné chceme QR rozklad, ktery bude stabilni a
pouziva unitarni transformace. Existuji i tedy lepsi zpusoby, jak k problému pristoupit.

Priklad 7.4. Zacnéme v R**? s obecnou matici A (s prvky a; ;). Chceme najit unitdrni matici
U € R?*2 takovou, Ze

UA — 1,1 T1,2
0 2,2

pro néjaké r; j € R. Timto v podstaté uZ mdme QR rozklad matice A:

Q=UT:R= [7"171 7“1,2} '

0 72,2

Otdzka, kterda nam tedy vyplyva je, jak "vynulovat” vektor pod prunim slozkou a nezménit jeho
normu. Zobrazent, kterd maji takovou vlastnost, jsou rotace a reflexe.

ROTACE
Budeme uvazovat rotaci o uhel a. Chceme, aby platilo

U-A,=|A.]- .
Matice rotace tedy bude vypadat

cos(a) —sin(a)

= Lin(a) cos(a) } '

Hledejme tedy

Pak tedy dostaneme

e c-ay1—S8-a12
U'A;J: ’ .
S-ai1+tc-aip2

JelikoZ chceme druhou sloZku vektoru vynulovat a proni sloZku mit stejné velikosti jako normu

piivodniho vektoru (y/a? | + a2 ,), vypoctenim soustavy rovnic dostaneme
; :

ai,1 —ai2

c= 1S = .
2 2 2 2
\/al,l +af \/‘11,1 +ai,

REFLEXE
Uvazujme reflexi podél primky s normdlovym vektorem q. Chceme, aby platilo

U-A, =44 &
gl . ||A:,1|| = A:,l - 267

kde v je projekce ﬁ:,l na sSmer q



Z toho tedy plyne, Ze B B B
U-Ag=An 20" A, = U=1-243"

Jak tedy vypadd q?

;1:,1 +sgn(ai1) - 51HA:,1||
[[A:1 + sgn(ai,1) - €l[A ]l ]

Zl:,1 + §1H;1:,1 |
[[ A1 £ e[A ]

q= —q=

Pozndmka. Vzdycky mtzeme délat reflexi podle dvou rtznych piimek (které jsou na sebe kolmé).
Jak jsme tedy vybrali znaménko? Jde nam o stabilitu - nechceme tedy délit né¢im, co je ~ 0. Jde
nam tedy o co nejvétsi normu ve jmenovateli zlomku.

A

7.3.3 Givensovy rotace

Givensovy rotace jsou metodou, jak rotace v predchozim piikladu rozsifit na R™*™.
Chceme A = QR, kde @ je unitarni a R horni trojihelnikova.

KROK 1
Prevedeme unitarni transformaci A. ; na €;]|A. 1||. Budeme to délat soufadnici po souradnici.
cic —s1 0 --- 0 a1
S1 C1 0o --- 0 0
0 0 1 0] . Aq = |91
0 0 0o --- 1 Qn,1

G;Cl,ﬁ jakoay 1,a1 2v prikladu

_CQ 0 —S82 o --- 0_ a1 Q9
00 0 0 0 0 0
S9 0 Co 0 0 as,1 0
00 0 1 0 D = laan
000 0 0 1] |g | lan]

G%;Cz,SQ jako aq,a1,3v prikladu

the1 0 .0 0 =8, Op—1 Qn—2
0 1 0 0 0
0 1 0 0
Sn—1 0 0 Cn—1 an, 1 0
Grt
Celkem tedy
Gy~'-....Gi-A=B;A=G{B,
—_——
G
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KROK 2

Pouzijeme krok 1 na matici A (neménime tedy 1. sloupec a 1. ¥adek) a dostaneme matice
GL~2. ... - G} takové, Ze

0
Gy 2. ...-Gy-A= 5 2
G2 0
Pak tedy plati, ze
Gt B o B
0 Qp—2 ﬂl ﬁnf2
1 0 :
AT
A
0 0
KROK 3 ~2
Pouzijeme krok 1 na A~ a dostaneme
- ~2 ~2
0‘727,—3 e B3
~9 0
G3 . A frd -3
A

I, 0 1 0 -
B O & ean
KROKn-—1
Pouzijeme krok 1 na A" a dostaneme

~n— ~n—2
G%ywﬂz{%2 e ]
0 Y

Pak po n-1 krocich tedy dostaneme

Lia 0]
P K

U

. {é C? } - G1-A = R(horni trjihelnikovd matice),
2

U je unitdrn{ matice, jelikoz je to soucin unitdrnich matic (kazd4d jednotlivd matice je pouze

matici rotace - tedy unitérni). Polozme nyni Q = U”. Q je nyni také unitarni matice. Celkem tedy
mame

A=QR.
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Tento algoritmus je stabilni, protoze plati
~ ~ ~T ~
HA - QRH S C* Emach * HA||7 ||A - Q QH S C* Emach-
Pokud a; ; # 0, cena vypoctu je 2n® + O(n?). Pokud je ale matice A iidké4 (nebo alespori jeji ¢ast
pod diagondlou), nemusi algoritmus délat vSechny operace a mize pocitat jen pro nenulové prvky.
7.3.4 Householderovy reflexe

Householderovy reflexe jsou metodou, jak reflexe v predchozim prikladu rozsitit na R™*"™.
Chceme A = QR, kde @ je unitarni a R horni trojihelnikova.

KROK 1
Prevedeme unitarni transformaci A. ; na é||A4. 1]|.
Polozime . .
S A1 +sgn(ar) - €1]|A 1 Lo
g, = 4 ( )ﬁllq | Hy = T — 25,77
[[A:1 + sgn(ai,1) - €xf| Al ]
Pak
¢n71 X1 <o Xn—-1
0
H A= . -
: A
0
KROK 2

Pouzijeme krok 1 na A:

A. . &1||A.
Gy = -2 1+ Sgn(a1,1) f1‘|~ .,1|| Hy =1 — 2(}.26;
| A: 1 + sgn(ai1) - € |[A: ]l ]
Pak ~
¢n—2 >~<1 e X6n—2
0
HoA = . 9
: A
0
a
¢n—1 X1 cee Xn—1
0 ¢n—2 5(1 5(”—2
1 0
{O Hz} H A= 0 )
A
0 0
KROKn-—1
Pouzijeme krok 1 na A"? a dostaneme
~n—2 ~n—
anlA"_2 — o X1 2 .
0 (0
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Pak po n-1 krocich tedy dostaneme

In—2 0 .
0 Hn—l

U

A0 H, -A = R(horn{ trojihelnikovd matice),
0 H,

U je unitdrni matice, jelikoZ je to souéin unitdrnich matic (kazd4d jednotlivd matice je pouze
matic{ reflexe - tedy unitarn{). Polozme nynf Q@ = UT. @ je nyni také unitdrni matice. Celkem tedy
mame

A=QR.

Tento algoritmus je stabilni, protoze plati

|A — QR||<C Emach * || A[[;]|A — QH C - Emach-

Pokud a; ; # 0, cena vypoctu je 22— : ¢ O(n?).

7.3.5 Aplikace unitarnich QR rozkladua

Prakticky mame dvé moznosti, jak se s problémem vyporadat.

Bud samostatné spocéitdme A = QR a poté fesime Rx = QTI_;

nebo pii vypoctu A = QR aplikujeme matice G; nebo _H; zéroven i na prislusnou ¢ést pravé
strany b. To v podstaté odpovida aplikaci G; nebo H; na [A|b] z &ehoz dostaneme [R|7] a poté Fesime
soustavu RZ = ¢.

Je to tedy analogické vypoctu LU faktorizace vs. Gaussové eliminaci coby aplikaci LU.

7.4 Iteracni metody

Vv

RAdi bychom meéli stabilnéjsi algoritmy a pokud mozno i itera¢ni algoritmy.

Iteracni algoritmy jsou takové algoritmy, které produkuji sekvenci aproximaci x1,zs, ... presného
feSeni 2. Napifklad abychom mohli kontrolovat pozadovanou presnost feSeni a/nebo jeji trade-off s
jiz ubéhlym casem vypoctu.

Je dobré mit oba nastroje - iterac¢ni i primé.

Zatim jsme v principu vidéli pouze 1 zpusob, jak vytvorit iteracni metodu - reformulace na
hledani pevného bodu 4+ Banachova véta o kontrakei.

Idea této metody je néasledujici - na zacatku "rozstépime" matici A, napiiklad A = D + N, kde
D =diag(A), N = A — diag(A) (tzv. §tépeni matice).

Af=b < Di=b— Nz < Z=D '(b— N7)
Z tedy musi byt pevny bod funkce F : v — D~1(b— Nx) a tedy plati
Tpi1 =D '(b— NZp) = D' (b — ATy + D) = T + D' (b — AZy).
Vezméme si x* jako presné feSeni - plati tedy AZx = b (jde o rovnost, ne rovnici).
Tpor — T =T — T +D ' (b— AT)) =T — T + D (AT — AT),) = (I — DAY (Z, — T7)

(I-D'A) @ —7*) =1 - DA (@1 — &)= = (I - DAk (F — 7)
Vidime zde tedy stejny postup jako u Banachovy véty o kontrakci. Nase metoda tedy konverguje

Vig e R" <= (I— D 'A)F"2F0
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Mséjme T = I — D~! A diagonalizovatelnou. Pro T tedy plati T = SAS, kde S je matice vlastnich
vektora T a A = diag(\1,...,\,) (matice vlastnich ¢éisel). Pak

Tk = SAS™'SAS~'...SAS™' = SAFS!

a tedy

k—o0

TF "0 = _max || < 1.
i=1,...,n

—_————
=:p(T') (spektrdlni norma)

Pro k blizici se do nekonecna tedy konverguje
V7 € R" <= p(I - D 1A) < 1.

Pozndamka. Tento vypocet funguje i pro matici v Jordanové tvaru, vypocet ale neni tak nazorny.

7.4.1 Stépici metody
V této ¢dsti se budeme bavit o obecném Stépeni matice A, tedy A= M — (M — A) =M — N.
Pro libovolnou reguldrni matici M spravnych rozméra lze napsat iteraéni metodu Zpi; =
B+ ML (b— AZ)
———
=:7) (reziduum)
o Richardsonova metoda: M =1

o Jacobiho metoda: M = diag(A)

o Gaussova-Seidlova metoda: M = upper-triangle(A)
Pro Richardsonovu metodu plati
Tt =Tp+b— Al = T T =7 — T — AT — &) =

— AT —Tp) = (I — AAET —Z)) = b— ATy = (I — A (b— AZy)
— —

=Tr41 =7o
(I — A)* mizeme rozepsat jako gl + a; A+ -+ + apA¥, coz je polynom v A.
(I—AF =agl + A+ -+ apAF = pFich(A),
kde plati
k
pRich(t) — Z aiti _ (1 _ t)k
i=0
(misto skaldru zde ovSem mocnime matici). Celkem tedy dostévame, ze
i, = pt(A) - 7.

V praxi pouZivdme 7, jako ukazatel konvergence. Pro ¥ = " mame 7, = 0 a tedy 7, =~ 0 ¢asto
indikuje Ty, ~ Z".
Pozndmka. Jelikoz 7y, = A(Z* — Z), tak uz vime (podle podkapitoly , Ze malé reziduum
neznamena vzdy presnou aproximaci - zalezi i na podminénosti matice A.
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7.4.2 GMRES

Jedna moznost, jak zlepsit Richardsonovu metodu, je najit polynom p;” t(t) takovy, ze

opt — . =
@l = min {lp(A)7oll. (5)

Jednd se o tzv. Generalized minimal residual method (GMRES).
Porovnani s Richardsonem:

e Neni jasné, jak z dostat predpis pro T.

¢ Richarson pouzivd v kazdé iteraci stejnou formulku, GMRES kazdou iteraci konstruuje
polynom.

o Richardson velmi ¢asto nekonverguje.

« Podle Caleyho-Hamiltonovy véty(VA € R™*™ Jq(t) - polynom stupné n takovy, ze A~ = q(A))
na papiie dostaneme poPt(t) = ¢(t) - na papite GMRES zkonverguje v n krocich.

Metody typu GMRES (zaloZené na optimalnich polynomech) se nazyvaji Krylovovské metody a
jsou prakticky nejpouzivanéjsi.
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8 Problém nejmensich ¢tverci

8.1 Uvod
8.1.1 Motivace
Maximum likelihood estimate (MLE)

Predpoklddejme, Ze mame model predpovidajici jisty fenomén nebo fyzikalni jev/déj. Pak model,
v zévislosti na vstupnich datech a kalibraci, vraci aproximaci/predikei vysledkového stavu:

7,0 — F(z2,0) ~ 7§,
kde Z predstavuje vstupni data, ) parametry modelu, F’ (57',5) predikci modelu a 3 skute¢né reseni.

Pozndmka. Vybér modelu je problém pro odborniky dané oblasti.

Volba parametri (kalibrace modelu) na zikladé dat je problém matematiky/data-science.

Naptiklad, zajimé-li nds pohyb planet, je modelem pohyb po elipse (Keplertiv zdkon). Otdzkou
je po které a problém spociva v nalezeni spravnych parametru g.

Volba modelu (tj. funkce F(Z,0)) je u kazdého problému jin, ale volbu 6 lze analyzovat relativng
obecné.

Predpokladejme, ze mame , dokonaly model“, tedy Ze existuje g takové, ze pro libovolné presné
Z existuje presny iy takovy, ze §j = F (f,g) I za tohoto predpokladu budou ale nase pozorovani,
méreni nebo data nepresna. Pokud jsme pro inputy x1,xs,...,x, namérili outputy z1,2zs,...,2m,
pak bohuzel §z; = z; — F (x4, 5)

Standardné modelujeme méfena data jako ndhodnou veli¢inu z normalniho rozdéleni vycentrova-
ného okolo y; (tj. okolo ,piesného méfeni*) = Z; ~ N (y;,07), kde rozptyl o; je ¢asto odhadnutelny
podle typu/kvality mé&Feni. Z predpokladu y; = F(x;,6) vime, Ze y; existuji, ale zjevné je nezname.
TudiZ i chyba 6Z; := Z; — F(xl,é') je ndhodna veli¢ina, zjevné §7; ~ N(0,062), jejiz realizace jsou
hodnoty dz;,...,0zm,

Mame-li (21,21), .. ,(Tm,2m), kde Z; ~ N (y;,02) je stejné jako vyse, jaké musely byt parametry
6 modelu F(-,-)?
Musely byt takové, pro které 6 je nejvétsi Sance, Ze jsme pak pozorovali (21,21),. .. ,(Zm,2m), tkz.
maximum likelihood estimate parametru 6.
zite (2,3 _F(x, §
1 _%(g F;’.,,G))Q 1(9 F(.ze))z

o= F(x;,0) 1 1
Plz; —e< Z; <z +e¢ =/ — € i dom~2e-———— -¢ 2 D
( ) zi—e Oi V2w ¢ o; - V2T

Predpoklddame-li, ze Z; jsou ¢id (independent & identically distributed), pak
Plz; —e < Z; <z +¢&,Vi) = H]P’(zi—e <Z;<z+e)
i=1
a tedy

zi

2 1 1 S e
P(z; —e < Z; <z +¢,Vi) = ( < )m-H—-e 32 Fo,
o

Plati tedy, ze ¢im mensi

tim vétsi pravdépodobnost, ze pro tyto parametry g jsme mohli ziskat tato méfeni.
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To znamena, ze ten MLE odhad dopadne tak, ze g volime jako

arg min H[iF(%é) P ||[lF($ia9) = biliz,...mll?,
v o i 0 o

piicemz implikace plati, nebot b; = =t.

Problém, ktery jsme dostali, se nalzyvzi problém nejmensich ¢tverci.

Ackoliv Z; ~ N (y;,07) neni vidy oprdvnény predpoklad, na zékladé CLT (central limit theorem)
1ze analogicky postupovat i v ptipadé, kdy dz; jsou ,pouze® iid (independent & identically distributed).

Problém nejmensich &tverci (least squares problem - LS) mitze byt linedrn{ (f(z,6) = aX -6+ ¢;
pro né&jaké a;,c;) nebo nelinedrni (nejsou-li linearni).

Obecné teseni vypada tak, ze najdeme ,kandidaty*, tj. gl,l =1,2,..., pro které (uvazujeme-li
stale b; = %)

1 -
Va(H[;iF(Iiﬁ) - bi]izl,...,mHz)é':é'l =0.

X

Pro linedrni LS lIze ,explicitné“ spocitat. Pro nelinearni LS musime pouzit numerické metody k
aproximaci takovych bodi. Nékteré numerické metody ale s b; = Z- viibec nepracujf a uplatiiujf jiné
postupy.

8.2 Linearni LS

F(mi,g) =a;-0+c
pro vSechna i bude tedy soustava vypadat nasledovné:
F(x1,6) al 0+ ¢
: = : =A-G+c
F(zm,0) al 04 cm

a z toho dostavame ] ]
I[=F(z:,0) = bili=1,..ml* = I—-A-+¢- bl?,

(]
kde A je matice, kterd ma jako radky vektory a;.
Preznac¢ime A := %A b:=¢—b.
Maéme tedy linedrni LS: min ||A5 — 5||2, kde A € R"*™, beR™ (m je pocet méfeni a n je pocet
parametri). Mame tedy m>n nebo dokonce m>>n a tedy A je obdélnikova.

Pozorovéni 8.1. ||A6 —b|| > 0, V6. Hileddme tedy 6 takové, Ze je fesenim linedrni soustavy rovnic
Af = b s obdélnikovou matici.

Lze prevést na systém se Ctvercovou matici?

Lemma 8.2. Vy(||[b — Af||)) = 2- AT(A6 —b) = [V4(|[b — Ad|]>) =0 <= AT A6 = ATb), kde

AT AG = ATh je tzv. systém normdlovijch rovnic.
Pozorovani 8.3. Nakolik z Problému normdlovych rovnic mdme
T 2
|A Al = [| A7,

pak plati
k(AT A) = K(A)?,

neboli nejen, Ze je tento postup viypocetné ndrocény sestavit, navic ndm virazné zhorsi presnost resend.
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V praxi mame velmi ¢asto mnoho sloupctt A "skoro" linearné zavislych. Tento jev muze odpovidat
prilis mnoha parametram pro vysvétleni dat nebo nevhodné zvolené parametrizaci ¢i modelu.

Casto plati x(A) > 1, co znamend, %e nas problém je citlivy’ na perturbace dat.

Stejné jako u systému linedrnich rovnic

AZ =0, A e R
nemuzeme ocekavat lepsi presnost nez
C- H(A) * Emach

bez ohledu na volbu algoritmu.

My ale chceme algoritmus, ktery alespon sam o sobé tuto chybu nezvétsi. Tedy klasicky volime
fesice zaloZené na unitdrnich transformacich. My zatim zndme pouze QR-faktorizaci (ale existuji i
iteracni alternativy).

8.2.1 Predpocitana QR-faktorizace
KROK 1
Spocitdme QR-faktorizaci A = QR a ulozime si faktory @Q, R.
KROK 2 .
Spocitame & = QTb.
KROK 3
"Vyfesime"RO = ¢.
8.2.2 Aplikovana QR-faktorizace

KROK 1
Pocitame QR-faktorizaci A a vSechny transformacni matice aplikované na sloupce A aplikujeme
i na vektor b. To odpovidd vypoctu QR-faktorizace prvnich n sloupct rozsitené matice

[Alb].
Timhle postupem dostaneme R, ¢.

KROK 2

"Vytesime" RO = C.
Pozndmka. Slovo "vyTesime" jsme schvalné nechali v uvozovkach, protoze ne vzdy nasi soustavu
vyresit lze. Plati totiz, ze pokud

C1
c=|cy|,
Cm
pak
Jteseni <= cpy1 =" =¢p =0,

neboli ne vzdy existuje feseni.
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8.2.3 Existence a jednoznacnost

Méjme proménné ~
AeR™"™ m>n,beR™

7 linearni algebry mame nésledujici znalosti:
m(A) = span{ﬁ:,l, LAY,
Ker(AT) = {v: AT¥ = 0},
R™ = Im(A) @ Ker(AT),
Im(A) L Ker(AT).

Jinymi slovy . .
Vb, 3G € Im(A), 3w € Ker(AT) : b=9+ @

a nutné -
|1B[1* = 1|5]1* + [|@]|>.

Pozorovani 8.4. Plati

— —

: A0 =b < b e Im(A).

Dale plati implikace .
b#£Im(A) = W, 0:b=0+©, ¥ Im(A).

Z toho plyne, zZe LS problém . .
min ||b — Af||?
7]
se dd zapsat jako

min||@ + (7 — A0)|[* = min ||w]||* + ||5 — A6]]* = [Jw||* + min ||7 — 44|,
0 0 0

kde w € Ker(AT), (7 — Ag) € Im(A). Cili pokud 36 : AG = b, pak reseni LS problému odpovidd
resent rovnice ~
Af =17,
kd U je pr 0]ekce b na Im(A). To je presné to samé, co jsme psali vgse - Q je bize Im(A) a
— QTG =
Pozorovani 8.5. Necht

EeKer(A): Al =b > A6+ =b.

Pak resent je jednoznacné prave tehdy, kdyz sloupce matice A jsou linedrné nezdvislé, coZ je prave
tehdy, kdyz Rank(A) =n

Pokud Rank(A) < n a b € Im(A), pak existuje nekoneéné mnoho 6 : Af = b. Oviem analogicky
postupu vyse . .
6 cR" — 3Pe Ker(A), AGeIm(AT): 0 =p+7

a plati , , ,
1611 = 11711* + [14]]>-

Z toho plyne, ze 3! s minimélni normou (tj. 6 € Im(AT) L Ker(A)), které bychom chtéli
spocitat.
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Pokud Rank(A) =: r < n, pak existuje permutaéni matice P € R™*" takovd, ze

AP=[ A, |A],
kde A, € R™*" m4 linearné nezévislé sloupce a kazdy sloupec A € R™*("~") lze zapsat jako linedrni

kombinace sloupcu A,.
Pak QR-faktorizace AP nam da

Sérii uprav jde ukazat

AG =0
<~
APPTG=b
—
R.|RT. »
o[ 5 ]oms
6 = Py
R.|R][F]  r
] -e
Lze ukéazat, ze pocitani permutac¢ni matice P mtizeme délat za pochodu - zcela analogicky pivotaci

u GE nebo LU-faktorizaci.
Déle 1ze ukazat, ze feseni § = Py, je to hledané, tj. s minimalni normou.

8.3 Nelinearni LS a minimalizace

Potfebujeme metody pro numerickou minimalizaci - chceme Tesit ming F'(6).

My si tu predstavime jen hlavni myslenky: vSechny minimaliza¢ni metody jsou iterativni -

produkuji tedy posloupnost 90791, .. GN, myslenky jak ziskat O, 7 O,y 1,0n 2,... se ale lisi.
V praxi mizeme mit i tzv. constrained minimum problémy, kde parametry 6 jsou uvazovény

pouze v néjaké mnozing, napifklad 6 € {||6]]2 < 1}; max,— 1. |0 | <6 nebo {f € R"|C - 6 = d}.

8.3.1 Derivative-free metody

Jedna se o metody, kde se odvozuje pouze z vyhodnocovani F (5) v nékolika bodech a iterativnim
procesu zaloZeném na jejich hodnotach. Pouzivdme interpolace/heuristiky.

Prikladem derivative-free metody je Nelder-Mead.

Méme-li

« feR2- pracujeme s trojihelniky (uréeno 2+1 body v R?)
e 6 € R3 - pracujeme s ¢tyfstény (urdeno 3+1 body v R3)

e« GER"- pracujeme se simplexy v R”
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Definice 8.6. Mejme @1, ...,Bn11 € R™ a 25 — 27, ... ,Zpt1 — 21 jsou linedrné nezdvislé. Simplex

je pak
n+1

Setenss = L) A~ @A € (O,)Vi A+ -+ + A }-
i=1
Predpokladejme, Ze mame body 9:, .. 9n+1 a chceme prldat bod 9n+2 (pfechod od simplexu
S01,....0n+1 kK nOovému, lepsimu S™¢* vymeénou jednoho bodu 91, .. 9n+1)

KROK 1

Spocteme F(01) F(§n+1)

vyménime Gmm za 0; = = arg max; |F(@;)|7

zachovame 91, ... 9z 1,§l+1, ... 9n+1 - n bod, které urc¢uji "proté&jsi" stranu (tedy protéjsi stranu
simplexu Sy, ,...9,,, k bodu 0;) a oznacime 6, jako centrum této strany (v R? bude centrem stied
protéjsi strany trOJuhelmku).

KROK 2

Za co 0; vymeénit?

Heuristicky, 0; je nejhorsi - vezmeme tedy §n+2 jako néjaky bod na pfimce dané body 9;,9_;
(pokud nejsou vSechny horsi).

Zaruky konvergence "témér" neexistuji, ale v praxi to ¢asto funguje (specidlné v nizsich dimenzich),
je robustni a vypocetné nendroény (1 iterace < 2 vyhodnoceni funkce F').

8.3.2 Derivative-based metody

Jednd se o metody zaloZené na pouzivani (parcidlnich) derivaci F' (gn_l). Casto zalozeno na
hledani bodua ékandidét :VF - gkandidét = 0. Pomoci néjaké iteracni metody. My se budeme zabyvat
dvéma metodami - First-order DBM (vyuzivaji se pouze gradienty) a second-order DBM(vyuzivaji
se gradienty a Hessova matice).

Pozndmka. Témér vsechny zakladni myslenky kopiruji hleddni minima funkce R — R. Napiiklad
f'(x) <0 — f je klesajici v bodé x nebo nutnd podminka optimality: f/(zept) =0

First-order metody
ZaloZené na principu, Ze F : R™ — R nejrychleji klesa ve sméru —VF(6y) (6 € R™).
Jedna se naptiklad o Steepest descent _metody.
Idea za témito metodami je, ze mame Hk a chceme dostat Gk + update, kde update := akdk (kde
c_ik mé normu jedna - uréuje smér a oy, urcuje, jak daleko danym smérem pokracujeme).
—VF(9))

2L (dy, musi mit
[IVE(0)oll

Ek. vybirame jako smér, ve kterém nam funkce nejprudceji klesa, tedy
normu 1).
V praxi bud musi rutinu pro vypocéet § — VF(6) poskytnout uzivatel, nebo se pouzivaji
aproximace
~ F+h-é)—F@) F@+h-&)-F@
[VF(0o)); = lim O+h-a)-FO  FO+h &)= FE)
h—0 h h

ay volime podle konkrétniho typu metody. Nalezeni optimalniho a; uz je samo o sobé pouze
1D minimalizace (arg ming,eg F (§k — akak)) - tzv. line-search. V praxi pouZivame spoustu ruznych
heuristik (Armijo rule, trust region, ...). V principu lze pouzit i naptiklad Nelder-Mead (v R) na
nalezeni optiméalniho ay.
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Second-OI;der metody . .
Pokud 6,,; € R? je lokdln{ extrém F a (VoF)(f,pt) existuje, pak (VoF)(fop) = 0.

Jako priklad metody uvedeme quasi-Newton metody.
o102 —d - -
Idea za témito metodami je, ze chceme najit body 0. ,.,4:9kands - - - s0kand, Pro kKteré VF(@L(md) =0.

Chci tedy vyresit (nenelinedrni) soustavu rovnic — Newtonova metoda.
Budeme potiebovat aproximovat nasi nelinearni funkci VF pomoci linearni - Jakobian funkce

VF - dostaneme tedy Hessovu matici funkce F:

%f ) Ao
60? 001002 060100,

- 005,00 002 06500

6 — 2on 2 2 = Hj.
oy oy . 9f
80,00, 00,005 862

7 Newtonovy metody tedy mame
Ory1 = Ok — Ui,

kde
Jak ziskat V@kﬁ (5;.3) aH (;k? - Bud ndm uzivatel poskytne rutiny na vypocet, nebo aproximaci
Aproximace ve stylu "diferenc{":
- F+h-&)—F@) F@+h-&)—F(@
Fs -t FOED-8) = @) FE+h-8) = P
h—0 h h

Aproximace ve stylu "update":
tzv. quasi-Newton metody, protoze nepocitadme "spravny Hessian", ale misto toho polozime

H; = H§k + update,

Ok+1

kde update muze byt napriklad rank — 1 : By - Wy, ﬂ'}f a volime (g, Wy "optimalné".
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9 Singularni rozklad a vlastni cisla

9.1 Motivace

Predstavme si nasledujici situaci - mame dataset (ulozeny obrazek, data z burzy, ...). Problém -
mame hodné dat, nevime, jak je analyzovat, a nelze je prakticky dlouho skladovat.

Potfebujeme kompresi dat, kterd zachova dulezité rysy a analyzu dat, tj. co z nich jde vyc¢ist.

Ve spousta pripadech mame data v tabulce, neboli v matici, a potfebujeme umét komprimovat
velikost matice a analyzovat ji.

Hlavni néstroj pro nds bude singularni rozklad (SVD) pro A € R™*™ m > n.

Véta 9.1 (O singuldrnim rozkladu). Necht A € R™*" je matice. Pak
JU e R™*™ 3V e RV, IR e R™ " : A =UXVT,

kde U,V jsou unitdrni a

o -
On
Z: 701>012' 20n>0
On
9.2 Komprese dat
Méjme A = UXVT,U = [fil ﬁm} V= [171 17”]. Pak umime vyjadrit matici A

pomoci tzv. dyadického rozvoje

- T o7 R,
A = 01110, + o2tig¥Uy + -+ + oplnt,.

Idea aproximace matice A
S, - T T
A~ 01U + 02UeUy + -+ + 0,00, = Ay,

kde
Ar = U:,l:rzl:r,l:r (‘/:,I:T)T .

Memory cost nasi ptivodni matice A ~ mn, zatimco A, ~r(m+n+1).

Véta 9.2 (Eckart-Young-Mirsky). Mé&jme A € R™*" r <n < m. Necht A=UXVT je singuldrni
rozklad. Pak nejpresnéjsi aproximace A matici hodnosti v je pravé matice A, dand prvnimir cleny
dyadického rozvoje A.

Pozndmka. Ptedchozi vétu jde taky zapsat jako

VX € R™ T VY e R™": ||A - XYT|| > ||A - A,

Navic plati
[[A = Apll2 = o741,

1A= Allp = o2 + 02+ + 02

min{m,n}"

Spoctenim singularniho rozkladu jsme schopni najit nejpresnéjsi kompresi dat v Eukleidovské
normeé, a to konkrétné z mn dat na r(m + n) dat.
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9.3 Analyza dat

Necht moje data predstavuji radky matice A, ¢ili @; € R™, a mame jich m, neboli i =1,... m.
Zafixujme n = 3.
Kdyz budou dy, ..., d, vSechny lezet na jedné primce, smérovy vektor s té piimky ndm o nasich
datech hodné vypovida.
Mame
Eii = Oéig

V maticovém zapisu

ST
CLl (051
A= | : | = T
T
Ay, Am

a plati Rank(A) = 1.
Slovy fe¢eno, vSechna data maji stejny pomér mezi hodnotami - 1isi se jen skalovanim, neboli
rozptyl v datech 1ze vysvétlit pozorovanim pouze tohoto skalovani.

Kdyz budou ay, ..., d, lezet okolo primky, vsechny rovnosti vyse lze nahradit "~"a dostaneme
_T
a/l al
_T
(£ Qm

Opét lze tento jev popsat slovy tak, ze data maji podobny pomér mezi hodnotami, a tedy rozptyl
v datech odpovida pouze skdlovani tohoto poméru.

Pozorovani 9.3. Pokud by data lezela priblizné v roviné dané vektory si, $3, pak mdme

ay a1 o2 o
A=|:|~| : N [ilT]
: : : 3!
dfn Qm 1 m 2
a plati Rank(A) = 2. Analogicky lze odvodit vztahy v R™.
Analyza dat se tedy skladd z ukolu najit co nejmensi pocet vektoru si,...,S,, které nam

odvozenym zpusobem vysvétli nase data. Témto vektorim se riké principal components a celé této
metodé se proto ¥ikd Principal component analysis (PCA).

Nalezenim téchto vektort odpovidéd nalezeni nejlepsi Rank — r aproximaci matice A. K tomu
staci spocist SVD.

9.4 Vlastni ¢éisla
9.4.1 Spektralni rozklad
Necht A = UXVT. Pak plati
ATA=vTuTusvT = vxTyy,

kde V je unitarni a XY = diag(o?,...,02). ATA = VTSV je spektralni rozklad (tj. diagonalizace)
symetrické, pozitivné semi-definitni matice AT A. VSechna jeji vlastni é&isla (tj. prvky na diagondle
»T3) jsou nezaporna.

Vypocet SVD se standardné prevadi na vypocet spektralniho rozkladu (EVD), tj. pro danou
matici M nalezeni jejich vlastnich &fsel a vlastnich vektort (protoze AT A je symetrickd, jeji EVD
vzdy existuje).
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9.4.2 Motivace pro vypocet vlastnich cisel

Priklad 9.4 (Algoritmus vyhleddvace Google). Méjme seznam vSech webstranek L délky n € N.
KROK 1
Sestrojime si matici A € R™*™ jako

s 0, pokud se webstrdnka L(i) nezminiuje o webstrance L(j),
“ +, pokud se webstrdnka L(i) zmiriuje o webstrdnce L(j),

kde k oznacuje pocet strdanek, které webstranka L(i) zminiuje.

KROK 2

Spocteme dominanini vlastni vektor matice A, tj. ¥ € R™. Lze ukdzat, Ze vSechny jeho sloZky jsou
> 0. Toto zjisténi muzeme interpretovat jako ekvilibrium popularity stranek v L, tj. (V‘)Z = v; > vy,
neboli stranka L(i) bude podle tohoto modelu populdrnéjsi nez L(j).

KROK 3

Na outputu seradime webstranky z listu L zestupneé podle velikosti slozek vektoru v € R™.

9.4.3 Vypocet dominantniho vlastniho paru

Predpokladejme, ze mame

A=SAS™!,
kde S je matice vlastnich vektort, A = diag(A1, ..., \,) matice vlastnich ¢isel.
Pak plati
AY
AF = GAFS—t =8 S,
)\k
a tedy

Vi >1:|A1] > |\,
Vi > 1 A s> AF

tj. dominantni vlastni par je jesté vice dominantni.
Vezmime si vektor
@:cl§1+~~+cn§n:SE,

neboli @ je ve vlastni bazi A pouze ¢. Pak
)\]fcl
AFp = SASTISE=SA* =S| | =N+ + Mg, 5, =

k
ArCn

k k
A A\
= )\]f <C1§1 + c2 (ﬁ) o4 Fcp (/\1> 8n>

Vi>1:|\|> N = (%)’“ LSS}
1

a plati implikace

Navic pokud ¢; # 0, pak
AR — Are 3.
Tomuto vyjadreni fikdme vektor ve sméru dominantniho vlastniho vektoru matice A. Jde o
zakladni myslenku tzv. Mocninné metody.
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V praxi je potfeba normalizace, tj. nepocitame AA ... Aw, ale

9.4.4 Prvni zobecnéni

Co kdyz chceme nejmensi vlastni par? Plati \,,;, matice A je A\juq, matice A1, protoze

1 1
Vi<n, A Z0: |\ <|N| = |—| > ||
An Ai
Nyni ndm staci predesly vztah prepsat pro inverzni matice
Ty — W = A™ ',
Uy = l_t,)l — Wy = A,
|| ]]
By = ot e o g = AT e, T= o
||z ]| |||

Misto vypoétu A~1%;_; budeme Fesit Aw; = U;_1.
Co kdybychom nechtéli nejmensi ¢i nejvétsi vlastni par, ale nejblizsi ¢islu o € C? Pak plati stejna
tivaha, misto ndsoben{ A budeme ndsobit (A — al)~1L.

9.4.5 Druhé zobecnéni

Co kdyz nechceme jen jeden vlastni par, ale vsechny?
Vybereme si rutinu na QR-faktorizaci, a to jako funkci

qr: M — QM,RM tak, ze M = QMRM
Chceme vsechny vlastni pary. Musime proto iterovat s n vektory. Mame

A=Ay — Q()Ro = q’l"(Ao), A= RoQo.
Pak jisté

Ag = QoRo = QoA1Qf —
= Q1R = qr(Ay), Az = R1Q.
Pak opét
Ap = QiR1 = Q1AQ] — -+ = QR = qr(Ay), A1 = RiQx.

Ve vsech rovnostech plati, ze

{vlastni ¢isla A;} = {vlastni éisla A;_1}.

Tenhle postup se nazyva tzv. QR-algoritmus.
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9.4.6 Podminénost

Jak moc se lisi vlastn{ pary matice A + F od vlastnich pdrt matice A, pro ||E|| malé.
Je-li A symetrickd, pak plati

Ai(A) = Ai(A+ E)| < ||E]]2,

Pokud je vsak A obecné, nelze nic zarucit. Matematicky toto odpovidd podminénosti korent
polynomu v zdvislosti na zméné koeficientu v neortogonalni bazi polynomu (viz. Wilkinsontuv
polynom).

Mizeme tedy prohlésit, ze problém nalezeni SVD matice je dobfe podminény.

9.4.7 Stabilita
Jelikoz pouzivame unitarni transformaci, kterd zachovavd normu matice, plati, ze QR~algoritmus

je stabilni.

vy
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Souhrn otazek

Interpolace

o Na zdkladé interpola¢nich podminek p(x;) = f; pro i = 0,1,...,n odvodte linedrn{ systém
algebraickych rovnic pro koeficienty polynomu p(z). Sel by tento postup zobecnit pro p¥ipad,
kdy mame dané i hodnoty f/ pro prvni derivace polynomu p(z) v bodech =z, ..., z,? Pokud
ano, vysvétlete ideu, pokud ne, vysvétlete proc¢. Jaké jsou vyhody a nevyhody vypoctu p(x)
timto zptusobem?

Definujte alternativni pristup k nalezeni p(z), ktery je explicitni, tj. nevyzaduje FeSeni soustav
rovnic.

e Odvodte Lagrangetv interpola¢ni polynom p(x) pro dané interpolaéni podminky p(z;) = f;
prot=20,1,...,n.

Na zékladé znalosti chyby interpolace pro hladké funkce porovnejte pouziti ekvidistantnich,
Cebysevovych a Legendrovych bodl pro polynomiélni interpolaci. Jaké body byste nazvali
optimalnimi pro 1D interpolaci a proc¢?

Odvodte odhad podminénosti problému interpolace v danych bodech zq, ..., z, na zakladé
Lebesgueovy konstanty.

o Vysvétlete pojem spline. Definujte linedrni spline pro interpolacni podminky p(x;) = f; pro
1 =0,1,...,n a odvodte explicitni vyjadieni jeho hodnoty v libovolném bodé = z intervalu
(zo, zn)-

Okomentujte vyhody a nevyhody linearniho splinu a definujte kubicky spline.

Porovnejte vyvoj interpolacni chyby pro polynomidlni interpolaci, linearni spline a kubicky
spline pro rostouci pocet bodu, tj. asymptoticky pro n — +oc.

Podminénost a stabilita

o Vysvétlete rozdil mezi vypoctem na papife a na pocitaci. Uvedte jednoduchy konkrétni priklad.
Cim je tento problém zplisoben? Jak tento rozdil ovliviiuje pouzivani teoreticky odvozenych
vysledkt v praxi? Podporte vasi odpovéd alespon jednim piikladem.

Vysvétlete pojem stabilniho algoritmu, uvedte definici. Uvedte priklad stabilniho algoritmu.
o Vysvétlete pojem cisla podminénosti matematického problému. U praktickych vypoctu se
témér vzdy musi pocitat s chybou v datech - uvedte dva rtizné davody pro¢ (odkud tyto

chyby ¢asto prichazeji). Jak toto pozorovani souvisi s vasi definici a co z toho vyplyva o
nutnosti/zbytecnosti ¢isla podminénosti problemu pro praxi?

Uvedte jeden priklad matematického problému a odvodte jeho ¢islo podminénosti.

Kvadratura

e Pro , .
/ f@)de~ S f(i) - wi
a 1=0

pro dané body zy,...,z, v intervalu (a,b) odvodte hodnoty kvadraturnich vah w; zalozenych
na polynomidlni interpolaci v téchto bodech.

Pro jakou volbu bodt xg, ..., z, ziskdme tzv. Newton-Cotesovu kvadraturu a kterym bodam
odpovida tzv. Gaussova (resp. Gauss—Legendrova) kvadratura?
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Definujte pojem 7ad kvadratury.
Definujte pojem kompozitni kvadratura.
Co lze tici o chybé kvadraturnich pravidel zalozenych na interpolaci?

Pro jaké pripady je vhodné pouzivat kvadraturni pravidla a kdy (a pro¢) je nutné pouzit jiné
metody pro numerickou integraci?

Monte Carlo

e Formulujte metodu Monte Carlo importance sampling pro aproximaci integralu.
Uvedte klasicky odhad chyby, platny s pravdépodobnosti 1 — €.
Jaké jsou hlavni vyhody metody Monte Carlo a jaké jsou naopak jeji hlavni nevyhody?

Jak lze tuto metodu adaptovat, abychom minimalizovali dopad téchto nevyhod?

ODR

¢ Odvodte explicitni a implicitni Eulerovu metodu (nikoliv pouze napiste) pro numerické reseni
problému

y'(t) = f(t,y(t), y(to) =vo.
Pro danou rovnici a danou velikost kroku 7 nakreslete dva kroky explicitni a implicitni Eulerovy
metody.

Definujte fad jednokrokové metody tvaru

Yn+l =Yn + T \Il(na Ty Yn, yn—i—l)

a uvedte rad explicitni a implicitni Eulerovy metody.
K ¢emu je pojem 7add metody dobry a co ndm o dané metodé rika?

Vysvétlete, jak lze odvodit explicitni a implicitni metody vyssich radi, naptriklad metody typu
Runge-Kutta.

Porovnejte silné a slabé stranky jednokrokovych implicitnich a explicitnich metod.

e Odvodte explicitn{ a implicitn{ Eulerovu metodu (nikoliv pouze napiste) pro numerické reseni
problému
y'(t) = f(ty), ylto) = o

Pro danou rovnici a danou velikost kroku 7 nakreslete dva kroky explicitni a implicitni Eulerovy
metody.

Definujte A-stabilitu pro jednokrokovou metodu pro testovaci rovnici

y'(t) = Xy(t), y(0) =y

Odvodte oblast stability pro explicitni a implicitni Eulerovu metodu.

Porovnejte silné a slabé stranky jednokrokovych implicitnich a explicitnich metod.
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Nelinearni algebraické rovnice

e Pro F': R® — R" odvodte Newtonovu metodu (nikoliv pouze napiSte) pro aproximaci kofene
x* (tj. pro z* takové, Ze F(z*) = 0).

Jaké podminky musi platit, abychom mohli tuto metodu pouzit?
Graficky znazornéte tuto metodu pro specialni pripad n = 1, tj. f: R — R, danou na obrazku.

Odvodte rad konvergence Newtonovy metody pro f : R — R a okomentujte, za jakych
podminek tuto konvergenci oc¢ekavate.

Co lze Fici o chovani Newtonovy metody, pokud tyto podminky nejsou splnény?

o Zformulujte Banachovu vétu o kontrakci a vysvétlete jeji vyuziti k aproximaci korene z* funkce
F:R™ — R"™ (tj. k aproximaci z* takového, ze F'(z*) = 0).
Pro konkrétni dané funkce f, g : R — R rozhodnéte, zda lze pouzit tuto vétu.

Zformulujte Newtonovu metodu pro hleddni aproximace kotene F' : R™ — R™ (tj. k aproximaci
x* takového, ze F(z*) = 0).

Porovnejte vyhody a nevyhody pouziti Banachovy véty vs pouziti Newtonovy metody pro
aproximaci korene.

Linearni algebraické rovnice
Gaussova eliminace a LU faktorizace

o Pro reguldrni matici A velikosti n x n odvodte jeji LU rozklad (nikoliv pouze napiste).
Za jakych podminek muze tento postup selhat? Jak byste v takovém pripadé postupovali?
Detailné odvodte novy, vylepseny postup v maticovém zapisu.

Vysvétlete souvislost LU rozkladu matice A a Gaussovou eliminaci pro soustavu linedrnich
algebraickych rovnic Ax = b (pro dany n-dimenziondlni vektor b).

Definujte pojem ristovy faktor a to, jak souvisi se stabilitou téchto algoritmi (neni tieba
psat vzorecky, ale pak je tfeba spravné popsat situaci slovy. Vzorecky s komentarem jsou
samoziejmé také pripustné).

Co lze obecné tici o velikosti rustového faktoru?

e Pro reguldrni matici A velikosti n x n odvodte jeji LU rozklad (nikoliv pouze napiste).
Za jakych podminek mize tento postup selhat? Jak byste v takovém piipadé postupovali?
Popiste novy, vylepSeny postup (staci popsat zménu oproti tomu, co jste odvodili vyse).

Vysvétlete souvislost LU rozkladu matice A s Gaussovou eliminaci pro soustavu linedrnich
algebraickych rovnic Ax = b (pro dany n-dimenziondlni vektor b).

Definujte ¢islo podminénosti matice A a napiste set-up pro studium c¢isla podminénosti
problému Ax = b.

Néacértnéte odvozeni ¢isla podminénosti problému Ax = b.

Ortogonalizace a QR faktorizace

e Pro regularni matici A velikosti 4 x 4 odvodte jeji QR rozklad pomoci Gram-Schmidtova
ortogonaliza¢niho procesu.

U tohoto procesu existuji dvé varianty - tzv. klasickd a modifikovana. Uvedte, kterou jste
pouzili a vysvétlete, jak by se postup lisil pro tu druhou variantu.
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Porovnejte stabilitu téchto algoritmu - jak presné se spocitd QR rozklad matice A? Oznacili
byste tyto algoritmy za stabilni?

Porovnejte je s ostatnimi algoritmy pro vypocet QR rozkladu, které jsme na prednédsce vidéli.

¢ Pro reguldrni matici A velikosti 3 x 3 odvodte jeji QR rozklad pomoci Householderovych reflexi
a nasledné pomoci Givensovych rotaci.

Porovnejte stabilitu téchto algoritmu — jak presné se spocitd QR rozklad matice A7 Definujte
veli¢inu urcujici ,,ztratu ortogonality“ a uvedte jeji vyvoj vzhledem k ¢islu podminénosti matice
A pro kazdy z téchto algoritmu.

Porovnejte tento vypocet QR rozkladu s ostatnimi alternativami, které jsme na prednasce
vidéli.
Uvedte dva priklady, jeden pro ktery bude nejvyhodnéjsi vyuzit Householderovy reflexe a

druhy, pro ktery byste jako nejvhodnéjsi metodu vypoctu QR rozkladu zvolili Givensovy
rotace.

¥ vev

Iteracni resice

e Pro soustavu linearnich algebraickych rovnic Az = b se ¢tvercovou regularni matici A odvodte
Richardsonovu stacionarni iterativni metodu pro aproximaci feseni x.

Na zakladé odvozeni ukazte nutnou podminku pro konvergenci této metody pro libovolny
vektor b a libovolny pocatecni vektor xzq.

Vysvétlete dvé riizna zobecnéni Richardsonovy metody — obecné stacionarni metody zalozené
na stupni matice A a metody Krylovovych podprostor.

Porovnejte vyhody a nevyhody pouziti iterativnich a pfimych metod pro feSeni Az = b.

Problém nejmensich ¢tverct
Linearni

o Mé¢jme linedrni model F' uréeny parametry 6 (vektor délky n), ktery mapuje input = na output
F(z,0).
Predpokladejme, ze proces, ktery nas model F' aproximuje, miizeme pozorovat a mame tedy k
dispozici naméfené outputy z pro inputy x (kde z, z jsou vektory délky m). Formulujte tzv.
MLE odhad (maximum likelihood estimate) pro parametry 6 pro dané F, x a z.

Predpoklddejte, ze chyba méfeni z — F(x,d) odpovidd normélnimu rozdéleni a odvodte z MLE
formulace matematickou formulaci problému nejmensich ¢tverct. Na zékladé linearity odvodte
jeho maticovou formulaci a uvedte dva ruzné zpusoby reseni tohoto problému. U kazdého ze
zpusobu vyzdvihnéte jeho klady a zapory.

o Meéjme problém nejmensich ¢tverct zapsany maticovou formulaci A0 = b. Odvodte, za jakych
podminek existuje presné reseni tohoto problému.
Je urceno jednoznac¢né? Pokud ano, dokazte; pokud ne, formulujte dodatecné podminky, které
tuto jednoznac¢nost zaruci.
Mize se v praxi stat, Ze presné feseni neexistuje (tj. ze vase podminky vyse nejsou splnény)?
Vysvétlete svou odpovéd na konkrétnim prikladu. Pokud by se to stat mohlo, popiste, jak
problém zménit na jiny, reSitelny problém. Vysvétlete rozdil mezi pivodnim a pozménénym
problémem a davod, pro¢ jste se rozhodli pavodni problém zménit pravé takto.
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Nelinearni a optimalizace

e Mg¢jme model F uréeny parametry 6 (vektor délky n), ktery mapuje vstup x na vystup F(z, ).
Predpokladejme, ze proces, ktery nas model F' aproximuje, mizeme pozorovat a mame tedy k
dispozici namérené vystupy z pro vstupy z (kde x, z jsou vektory délky m). Formulujte tzv.
MLE odhad (maximum likelihood estimate) pro parametry 6 pro dané F, = a z.

Predpokladejte, Zze chyba méfeni z — F(z,0) odpovidd normalnimu rozdéleni a odvodte z
MLE formulace matematickou formulaci problému nejmensich ¢tverct jako minimaliza¢niho
(optimaliza¢niho) problému. Uvedte tii zdkladni skupiny numerickych metod pro Feseni mini-
malizac¢nich problémi. U kazdé vysvétlete zdkladni myslenku, na které je zalozena, a uvedte
jednu konkrétni metodu.

Singularni rozklad a vlastni ¢isla

¢ Napiste set-up pro problém vlastnich ¢isel pro ¢tvercovou matici A a odvodte mocninovou
metodu bez normalizace. K ¢emu ma tato metoda konvergovat?

Na zékladé odvozeni ukazte, jaké jsou nutné podminky pro konvergenci této metody a
vysvétlete, jak, kde a pro¢ se v praxi pridava normalizace. Jak byste tuto metodu upravili,
aby aproximovala vlastni par nejblizsi danému komplexnimu ¢islu z = a + 57

Uvedte vétu, kterd charakterizuje nejlepsi aproximaci dané matice A (rozméru m X n) matici
hodnosti r.

Vysvétlete alespon jeden prakticky priklad, ve kterém se tento vysledek bézné pouziva, a presné
popiste matematicky zapis tohoto problému a jak se na tento matematicky problém pouzije
vami formulovana véta.
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